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Re´sume´
Cette the`se e´tudie deux approches fonde´es sur l’analyse statique pour augmenter la suˆrete´ de
fonctionnement et la correction des programmes informatiques.
La premie`re approche est le typage qui permet de prouver automatiquement qu’un programme
s’e´value sans e´chouer. Le langage fonctionnel ML posse`de un syste`me de type tre`s riche et un algorithme
effectuant une synthe`se automatique de ces types. On s’inte´resse a` l’adaptation de cet algorithme aux
types alge´briques ge´ne´ralise´s (GADT), une forme restreinte des inductifs de Coq, qui ont e´te´ introduits
par Hongwei Xi en 2003.
Dans ce cadre, le calcul efficace d’un type plus ge´ne´ral est impossible. On propose une stratification
qui maintient les caracte´ristiques habituelles sur le fragment ML et qui isole le traitement des GADT
en explicitant leur utilisation. Le langage obtenu, MLGX, ne´cessite des annotations de type qui alour-
dissent les programmes. Une seconde strate, MLGI, offre au programmeur un me´canisme de synthe`se
locale, pre´dictible et efficace bien qu’incomplet, de la plupart de ces annotations. La premie`re partie
s’ache`ve avec une de´monstration de l’expressivite´ des GADT pour coder les invariants des automates
a` pile utilise´s par l’analyse syntaxique LR.
La seconde approche augmente le langage de programmation par des assertions logiques permettant
d’exprimer des spe´cifications de complexite´ arbitraire dans la logique d’ordre supe´rieur polymorphi-
quement type´e. On ve´rifie statiquement la conformite´ de la se´mantique du programme vis-a`-vis de ces
spe´cifications a` l’aide d’une technique appele´e logique de Hoare qui consiste a` engendrer un ensemble
d’obligations de preuves a` partir d’un programme annote´. Une fois ces obligations de preuve traite´es,
si un programme est utilise´ correctement et si il renvoie une valeur alors il est certain que celle-ci est
correcte.
Habituellement, cette technique est employe´e sur les langages impe´ratifs. Avec un langage fonc-
tionnel pur, les proble`mes lie´s a` l’e´tat de la me´moire d’e´vanouissent tandis que l’ordre supe´rieur et
le polymorphisme en posent de nouveaux. Nos choix de conceptions cherchent a` maximiser les op-
portunite´s d’utilisation de prouveurs automatiques en traduisant minutieusement les objets d’ordre
supe´rieur en objets du premier ordre. Une implantation prototype du syste`me en fournit une illustra-
tion dans la preuve presque totalement automatique d’un module CAML d’arbres e´quilibre´s de´notant
des ensembles finis.
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Abstract
This work studies two approaches to improve the safety of computer programs using static analysis.
The first one is typing which guarantees that the evaluation of program cannot fail. The functional
language ML has a very rich type system and also an algorithm that infers automatically the types.
We focus on its adaptation to generalized algebraic data types (GADTs). In this setting, efficient
computation of a most general type is impossible. We propose a stratification of the language that
retain the usual characteristics of the ML fragment and make explicit the use of GADTs. The re-
sulting language, MLGX, entails a burden on the programmer who must annotate its programs too
much. A second stratum, MLGI, offers a mechanism to infer locally, in a predictable and efficient way,
incomplete yet, most of the type annotations. The first part concludes on an illustration of the expres-
siveness of GADTs to encode the invariants of pushdown automata used in LR parsing. The second
approach augments the language with logic assertions that enables arbitrarily complex specifications
to be expressed. We check the compliance of the program semantics with respect to these specifica-
tions thanks to a method called Hoare logic and thanks to semi-automatic computer-based proofs.
The design choices permit to handle first-class functions. They are directed by an implementation
which is illustrated by the certification of a module of trees that denote finite sets.
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CHAPITRE UN
Introduction
De´busquer l’erreur, le le´ger de´tail qui nous a e´chappe´, est souvent l’obsession premie`re de la re´alisa-
tion d’une ide´e. Que cette ide´e soit un objet physique et l’inge´nieur disse`que sa re´alisation, ide´alement
jusqu’au moindre atome, par le biais de machines, de processus ou de mode`les. Que cette ide´e soit
un objet logique et le mathe´maticien prouve sa validite´, ide´alement jusqu’au moindre axiome, par le
moyen de re`gles de raisonnement, de the´ore`mes et de the´ories pre´-existantes.
Ces deux approches ne sont pas si diffe´rentes : seul change le degre´ d’incertitude quant a` la
conformite´ de la re´alisation a` l’ide´e. En effet, si l’inge´nieur e´value et teste, c’est qu’il ne controˆle
qu’une partie des parame`tres du monde physique. Le mathe´maticien n’est pas dans une situation
beaucoup plus confortable lorsqu’il utilise un the´ore`me dont il ne connaˆıt pas la de´monstration parce
qu’elle est issue d’une the´orie  admise  par tous.
Le programme informatique a un statut particulier dans ce tableau puisqu’il est la re´alisation
physique d’un objet logique : un ordinateur peut simuler un mode`le mathe´matique en lui donnant la
forme d’une machine interrogeable a` volonte´. Graˆce a` sa puissance de calcul, l’ordinateur manipule
des objets dont la complexite´ peut prendre de court celui qui cherche a` le ve´rifier.
De`s lors, quelle approche adopter pour ve´rifier l’absence d’erreurs dans un programme informa-
tique ? La me´thode du test peut sembler s’imposer compte tenu de la complexite´ des syste`mes : il
s’agit de trouver un ensemble de couples (argument, re´sultat attendu) et de ve´rifier que le syste`me se
comporte bien sur cet ensemble. Or, de par leur caracte`re logique, les programmes informatiques sont
souvent tre`s ge´ne´raux et cette ge´ne´ralite´ empeˆche toute e´valuation se´rieuse de leur validite´ a` l’aide
d’un ensemble fini (meˆme tre`s important) de tests. Il faut donc s’attarder plus pre´cise´ment sur la
vision mathe´matique d’un programme informatique pour adapter la de´marche du mathe´maticien.
Le medium de transformation d’un objet logique en machine est le langage de programmation.
Il s’agit d’un langage, en ge´ne´ral adapte´ a` l’homme, qui de´crit, de manie`re plus ou moins abstraite,
un calcul, c’est-a`-dire la production d’une sortie a` partir d’une entre´e. Ces entre´es et ces sorties sont
des donne´es structure´es stocke´es dans la me´moire de l’ordinateur (des listes, des arbres, des diction-
naires . . . ). En premie`re approximation, les the´ore`mes de correction des programmes informatiques
sont de la forme :
Pour toute entre´e I ve´rifiant la proprie´te´ P , le programme calcule une sortie O ve´rifiant Q.
ou en termes mathe´matiques :
∀I.P (I)⇒ ∃O.Q(I,O)
Le couple de proprie´te´s (P,Q) constitue la spe´cification du programme, c’est-a`-dire la de´notation
logique de l’ide´e en vue de sa re´alisation. Pour prouver ce genre de the´ore`me, la difficulte´ est d’in-
terpre´ter la description du calcul faite dans le langage de programmation pour ve´rifier que toutes
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les exe´cutions possibles de la machine obtenue seront conformes aux proprie´te´s e´nonce´es par cette
spe´cification.
Donner un sens aux programmes informatiques, donner une se´mantique a` un langage de program-
mation, est la condition sine qua none pour prouver des the´ore`mes de correction de programmes. La
de´finition du sens des ope´rations calculatoires est e´tablie a` un niveau si e´le´mentaire qu’elle rappelle
celles des re`gles de raisonnement de la logique (comme le modus ponens par exemple). Cette axioma-
tisation fournit un syste`me de preuves pour les programmes. Avec une arme´e de mathe´maticiens et
suffisamment de temps, on doit donc pouvoir ve´rifier n’importe quel programme.
Malheureusement, de nouveau, la complexite´ des programmes informatiques rentre en sce`ne : le
nombre d’ope´rations atomiques dont est constitue´ un programme moderne est de l’ordre d’une dizaine
voire d’une centaine de millions. Prouver plusieurs millions de the´ore`mes n’est envisageable pour
personne meˆme avec beaucoup de bonne volonte´. La me´thode consiste alors, comme en mathe´matiques,
a` abstraire le plus possible les ope´rations atomiques en fonctions re´utilisables (e´crire des fonctions les
plus ge´ne´rales possibles est l’une des motivations des langages de programmation fonctionnelle qui
nous inte´ressent plus particulie`rement dans cette the`se). On factorise ainsi le travail de preuve.
Ne´anmoins, le nombre de preuves a` effectuer reste encore tre`s grand. Une ide´e a` la base du domaine
de cette the`se, l’analyse statique, est d’utiliser la puissance de calcul de la machine pour prouver
automatiquement la plupart de ces the´ore`mes de bon fonctionnement des programmes. Pour cela, il
suffit de remarquer que l’e´nonce´ d’un the´ore`me est une donne´e comme une autre et qu’un ordinateur
peut tre`s bien ve´rifier, voire meˆme trouver dans une certaine mesure, la re`gle de raisonnement a`
employer pour passer d’une e´tape de de´monstration a` une autre.
La proble´matique ge´ne´rale de cette the`se est la conception de langages de programmation facilitant
la preuve, la plus automatique possible, de proprie´te´s sur les programmes informatiques. La me´thode
choisie consiste a` augmenter le langage de programmation par des indications, dite statiques, qui sont
annexes au calcul et qui renseignent le programme de ve´rification de programmes sur les proprie´te´s
attendues. On e´tudie deux variantes de cette me´thode.
La premie`re consiste a` restreindre l’ensemble des proprie´te´s prouvables en les exprimant sous la
forme d’objets syntaxiques simples, appele´s  types . En ge´ne´ral, dans les langages de programmation
classiques, les types ne capturent qu’une approximation de la forme des donne´es traite´es et fournissent
des proprie´te´s de suˆrete´. Ils permettent la suppression d’un grand nombre d’erreurs tre`s communes
en programmation comme le me´lange de donne´es incompatibles (un entier qui serait fourni a` une
fonction attendant une liste par exemple). Cette restriction permet au programme de ve´rification
d’effectuer l’ensemble des preuves automatiquement. Lorsque la syntaxe de ces types et le langage de
programmation sont bien choisis, il est meˆme possible de synthe´tiser ces types, c’est-a`-dire infe´rer, a`
partir du seul programme, les types de donne´es qu’il manipule. Cette approche occupera la premie`re
partie de cette the`se dans laquelle on contribue a` la recherche dans le domaine du typage des langages
de programmation en fournissant une solution pratique au proble`me de la synthe`se des types pour une
extension du langage fonctionnel ML par des types alge´briques ge´ne´ralise´s (note´s GADT dans la suite
de ce manuscrit).
La seconde variante ne restreint pas l’expressivite´ des proprie´te´s prouvables. On cherche plutoˆt
a` de´terminer la quantite´ minimale d’informations statiques a` inse´rer dans le programme, sous la
forme d’assertions logiques, pour permettre une ve´rification semi-automatique des programmes : le
programme de ve´rification attend une preuve manuelle des the´ore`mes non triviaux et s’occupe des
the´ore`mes les plus simples. On obtient ainsi des programmes corrects par construction. La seconde
partie de cette the`se contribue a` la recherche dans le domaine de la programmation certifie´e en for-
malisant un syste`me de preuves pour un langage de programmation fonctionnelle et pure.
L’e´tude de ces deux variantes n’est pas un hasard. La volonte´ d’inte´grer des preuves de proprie´te´s
sophistique´es (au dela` des proprie´te´s de suˆrete´) apparaˆıt de`s la premie`re partie de cette the`se avec les
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types alge´briques ge´ne´ralise´s. Nous allons montrer dans les deux sections qui suivent ce qui nous a fait
progresser de l’approche centre´e sur les types vers une approche centre´e sur les assertions logiques.
Pour ce qui suit, une connaissance du langage O’Caml (Leroy et al , 2004) est conseille´e.
1.1 Types alge´briques ge´ne´ralise´s en ML
Dans le langage de programmation O’Caml, on peut de´finir des types de donne´es pour des struc-
tures de donne´es non borne´es graˆce aux types alge´briques. Par exemple, on peut de´finir un type de
donne´es pour les listes d’entiers ainsi :
type list =
| Nil (∗ la liste vide. ∗)
| Cons of int ∗ list (∗ la liste forme´e d’un entier et suivie d’une liste . ∗)
La valeur v de´finie par Cons (42, Cons (1, Nil)) est alors de type list et de´note une liste compose´e
de l’entier 42 suivi de l’entier 1.
On peut manipuler ces listes a` l’aide d’une construction du langage, l’analyse de motifs, capable
de discriminer une valeur de type list suivant le cas Nil ou le cas Cons. La fonction suivante permet
d’extraire le premier e´le´ment d’une liste :
let hd ` =
match ` with
| Nil → failwith ¨La liste est vide.¨
| Cons (x, xs) → x
Lorsque cette fonction est appele´e sur la liste v, elle renvoie 42 ce qui est le comportement attendu.
Lorsque cette fonction est appele´e sur la liste Nil, une erreur se produit : on ne peut e´videmment pas
extraire un e´le´ment d’une liste qui n’en contient pas !
On aimerait que le programme de ve´rification nous empeˆche d’e´valuer la fonction hd sur une liste
vide. Pour l’aider a` de´tecter cette erreur, on peut utiliser l’extension des GADT, invente´e par Hongwei
Xi (Xi et al , 2003), pour coder la longueur de la liste a` l’inte´rieur des types.
On se donne tout d’abord deux constructeurs de type pour de´noter les entiers :
type zero (∗ Encode l’entier 0. ∗)
type ‘n succ (∗ Encode le successeur de n. ∗)
Le type zero succ succ correspond alors a` l’entier 2. On rede´finit ensuite le type des listes a` l’aide
d’un type alge´brique ge´ne´ralise´ :
type ‘n list =
| Nil : zero list
| Cons : forall ‘m. int ∗ ‘m list → ‘m succ list
Nous verrons les de´tails de cette de´claration dans le chapitre 3. Le point important, c’est qu’elle
permet de donner un type plus pre´cis a` chaque constructeur : on sait maintenant que le constructeur
Nil est de type zero list qui de´note une liste de taille nulle ; on sait aussi corre´ler la taille d’une liste
et de sa sous-liste graˆce a` la fonction  successeur  sur les types.
De`s lors, la fonction hd peut eˆtre e´crite diffe´remment :
let hd (` : ’n succ list ) =
match ` with
| Cons (x, xs) → x
Deux changements sont apparus. Le type de l a e´te´ spe´cifie´ : l doit eˆtre une liste de taille ‘n succ.
Une liste vide, ne´cessairement de type zero list , est donc exclue. Graˆce a` ce type plus pre´cis, il n’est
plus ne´cessaire d’e´crire un cas d’analyse pour la liste vide. Le programme de ve´rification s’occupe de
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ve´rifier que les appels a` cette fonction sont toujours faits avec des entre´es de type ’n succ list . Nous
avons donc corrige´ le proble`me de la fonction hd en embarquant la longueur de la liste a` l’inte´rieur du
type list .
Malheureusement, le langage des types n’est pas assez riche pour qu’on puisse y encoder des
proprie´te´s arbitraires. Si on cherche par exemple a` concate´ner deux listes a` l’aide de la fonction
O’Caml suivante :
let rec concat `1 `2 =
match `1 with
| Nil → `2
| Cons (x, xs) → Cons (x, concat xs `2)
Avec la premie`re de´claration de type alge´brique, cette fonction a le type list → list → list .
Avec le type alge´brique ge´ne´ralise´, on aimerait donner a` la fonction concat le type
’a list → ’b list → (’a + ’b) list
pour eˆtre renseigne´ sur la longueur de la liste construite. Seulement, la fonction d’addition entre les
entiers code´s par des types n’est pas de´finissable.
Nous avons choisi l’exemple d’un type des listes indexe´ par un entier de manie`re a` montrer rapide-
ment les limites des types alge´briques ge´ne´ralise´s pour prouver des invariants arbitrairement complexes.
Cependant, de nombreux invariants sont codables a` l’aide de GADT et le fait d’obtenir de nombreuses
preuves automatiquement par cette me´thode me´rite de´ja` toute notre attention. Dans le chapitre 9 de
cette the`se par exemple, nous utilisons les types alge´briques ge´ne´ralise´s pour encoder des invariants
sur la forme de la pile d’un automate en fonction de son e´tat courant. Nous recenserons aussi les
applications des GADT qui ont e´te´ publie´es ces dernie`res anne´es a` la fin du chapitre 9.
1.2 Syste`me de preuves pour un langage fonctionnel pur
Plutoˆt que d’augmenter l’expressivite´ des types pour pouvoir y encoder des proprie´te´s plus riches (Xi
& Pfenning, 1999, Altenkirch et al , 2005, Paulin-Mohring, 1992), on rajoute a` la syntaxe du langage
de programmation des outils pour inse´rer des assertions logiques, dans l’esprit de la me´thode de
Hoare (1969).
Si on reprend la fonction hd de la section pre´ce´dente, on utilise une pre´condition pour caracte´riser
le domaine des entre´es de la fonction :
let hd ` where length ` > 0 =
match ` with
| Nil → absurd (∗ peut eˆtre omis. ∗)
| Cons (x, xs) → x
ou` la fonction length est une fonction logique de´notant la longueur de la liste et qu’on pourrait
de´finir inductivement de la fac¸on suivante :
logic fun length =
| Nil → 0
| Cons ( , xs) → 1 + length xs
Pour montrer la validite´ de la fonction hd, il suffit au syste`me de preuves de montrer qu’il est
absurde d’avoir une liste vide et de longueur strictement positive, ce qui est trivial. De plus, a` chaque
appel de la fonction hd, le programme de ve´rification va exiger une preuve que la longueur de la liste
passe´e en argument est strictement positive. Parfois, cette preuve sera triviale (si par exemple, on
passe une liste constante). Dans d’autres situations, cette preuve ne´cessitera une aide humaine (par
exemple, si la liste est issue d’un calcul complexe).
La fonction concat s’e´crit tre`s simplement a` l’aide de cette me´thode :
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let rec concat `1 `2 returns `3 where length (`3) = length (`1) + length (`2) =
match `1 with
| Nil → `2
| Cons (x, xs) → Cons (x, concat xs `2)
On affirme ici a` l’aide d’une postcondition que la longueur de la liste calcule´e est la somme des
longueurs des deux listes prises en entre´e. Le lecteur pourra ve´rifier que les deux preuves a` faire pour
chacun des cas sont triviales. Elles sont effectivement automatiquement traite´es a` l’aide d’un prouveur
automatique.
La seconde partie de cette the`se est donc une re´ponse aux difficulte´s rencontre´es lorsque nous avons
essaye´ d’e´tendre l’expressivite´ des GADT e´tudie´ dans la premie`re partie.
1.3 Plan
Comme nous l’avons indique´, cette the`se est compose´e de deux parties.
La premie`re traite du proble`me de la synthe`se des types dans une extension de ML par des GADT.
Le chapitre 3 introduit les GADT a` travers la programmation d’un interpre`te pour les termes bien
type´s d’un langage jouet. A` la fin de ce chapitre introductif, on explique la proble´matique de la
synthe`se des types en pre´sence de GADT et la solution adopte´e, une infe´rence de types stratifie´e. On
la de´veloppe a` travers la de´finition de deux syste`mes de types, MLGX (chapitre 4) et MLGI (chapitre 5)
dont on montre les corrections dans le chapitre 6. On introduit ensuite des outils appele´s  formes 
(chapitre 7) utiles pour la de´finition de deux algorithmes d’infe´rence locale (chapitre 8). Pour finir
cette premie`re partie, on pre´sente en de´tail une application des types alge´briques ge´ne´ralise´s lie´e a` la
ge´ne´ration d’analyseurs syntaxiques bien type´s et efficaces ainsi que quelques applications issues de la
litte´rature.
La seconde partie de´bute au chapitre 10 par une introduction sur les choix de design du langage
de programmation certifie´e que nous e´tudions. On introduit la logique sous-jacente, la logique d’ordre
supe´rieure polymorphiquement type´e, dans laquelle sont exprime´es les proprie´te´s (chapitre 11) et
on formalise ensuite le langage calculatoire de programmation a` proprement parler (chapitre 12) . Le
syste`me de preuves est introduit dans le chapitre 13. Des extensions du noyau the´orique sont pre´sente´es
dans le chapitre 14. On les exploite au sein d’une application du syste`me a` la certification d’un module
manipulant des arbres binaires de recherche e´quilibre´s (chapitre 15). Cette partie se termine par une
description de l’e´tat de l’art et de notre positionnement dans le domaine de la programmation certifie´e
(chapitre 16). En guise de conclusion, la dernie`re partie de cette the`se e´tablit une synthe`se des travaux
effectue´s (a` la fois en termes the´oriques et d’imple´mentations) et discute de quelques perspectives pour
la recherche a` venir.
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CHAPITRE DEUX
Notations, conventions et rappels
Ce chapitre explicite quelques notations et conventions qu’on trouvera dans le de´veloppement
de cette the`se. On en profite pour rappeler quelques notions fondamentales sur la se´mantique des
langages de programmation et leur typage. Le lecteur de´ja` familier de ces de´finitions peut se contenter
de consulter la table des notations 2.5 qui en re´sume le contenu et les figures 2.2, 2.3 et 2.7 qui
spe´cifient le langage T qui servira de support pour nos exemples dans le prochain chapitre.
2.1 Ensembles, listes et vecteurs
Comme la plupart des travaux a` saveur mathe´matique, on suppose connu les bases de la the´orie des
ensembles. On note ∅ l’ensemble vide. On e´crit x ∈ S pour signifier qu’un e´lement x appartient a` un
ensemble S. Un ensemble forme´ des e´le´ments x1, . . . , xn pourra eˆtre de´fini de manie`re extensionnelle
par la notation {x1, . . . , xn}.
On peut construire l’union S1 ∪ S2 de deux ensembles S1 et S2, leur intersection S1 ∩ S2, leur
diffe´rence S1 \ S2. La proposition S1 ⊆ S2 signifie que S1 est inclus dans S2. La proposition S1#S2
signifie que les ensembles S1 et S2 sont disjoints.
L’ensemble des entiers naturels sera note´ N. Nous noterons i, . . . , j l’intervalle constitue´ des entiers
de i a` j.
On se donne une famille d’ope´rateurs (×i)i∈N. Chaque ×i est d’arite´ i et construit un produit
carte´sien de i ensembles S1, . . . , Si qu’on note S1 × . . . × Si (on omet l’indice). Les e´le´ments de ce
produit carte´sien sont des i-uplets de la forme (x1, . . . , xi) tels que pour tout i, xi ∈ Si.
On utilise fre´quemment une me´ta-variable pour de´signer les e´le´ments d’un ensemble particulier
pour rendre implicites certaines quantifications universelles. Par exemple, i, j, k, n et m seront des
me´ta-variables repre´sentant des entiers naturels.
Une liste est une fonction d’un intervalle fini d’entiers 1, . . . , n vers les e´le´ments d’un ensemble S.
On notera x1, . . . , xn pour la liste de´finie pour i ∈ 1, . . . , n par i 7→ xi. La liste vide sera note´e ². La
concate´nation de deux listes `1 et `2 sera note´e `1.`2. On utilisera la notation `.S ou` S est un ensemble
de listes pour de´noter {`.`′ | `′ ∈ S}.
Si x est la me´ta-variable utilise´e pour de´noter les e´le´ments de S, on utilise la convention que x
repre´sente un ensemble fini d’e´le´ments de S.
Une relation sur un ensemble S est un sous-ensemble de S × S. Les relations seront note´es de
manie`re infixe. Une relation est une relation d’e´quivalence si elle est re´flexive, transitive et syme´trique.
On notera x̂, la classe d’e´quivalence de x induite par une relation d’e´quivalence donne´e. Il s’agit de
l’ensemble des e´le´ments y de S qui sont en relation avec x.
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Termes
t ::= n entier
| inc(t) incre´mentation
| isz(t) test a` ze´ro
| if t then t else t branchement
| (t, t) paire
| fst(t) projection gauche
| snd(t) projection droite
Valeurs
v ::= n entier
| true vrai
| false faux
| (v, v) paire
Fig. 2.1: Grammaire du langage T (termes et valeurs).
2.2 De´finition d’une syntaxe
Dans ce manuscrit, on s’inte´ressera souvent a` des objets syntaxiques, le plus souvent des termes du
premier ordre ou d’ordre supe´rieur. Plutoˆt que d’e´nume´rer la signature Σ de l’alge`bre de termes, on
utilisera une grammaire en forme BNF (Backus et al , 1963). Les non-terminaux (ou me´ta-variables)
seront e´crits dans une police italique. On utilisera des indices pour parler de plusieurs objets d’une
meˆme classe syntaxique. Les symboles terminaux, les e´le´ments de Σ, seront les symboles restants, des
mots-cle´s ge´ne´ralement e´crits en gras ou bien des ope´rateurs. Par la nume´rotation de gauche a` droite
des arguments des application des symboles de Σ, on peut de´finir a` l’aide d’une liste d’entiers la notion
standard de chemin permettant de de´noter sans ambigu¨ıte´ l’occurrence d’un terme dans un autre.
Exemple 2.2.1
La syntaxe des termes et des valeurs du langage T est donne´e par la grammaire en forme BNF de
la figure 2.2. La me´ta-variable t est utilise´e pour les termes et la me´ta-variable v est utilise´e pour les
valeurs. t1, t2, . . . , tn est une e´nume´ration de termes.
–  if isz(fst(0, 1)) then 1 else 0  est un terme t1 du langage T . L’occurrence du terme 1 corres-
pondant au second argument de la fonction fst est accessible par le chemin 1, 1, 2.
–  isz(true)  est un terme t2 du langage T . ¦
Parfois, un exposant entier servira a` indiquer l’application ite´re´e d’un symbole de fonction. Par
exemple, f3 (x) est un raccourci d’e´criture pour f (f (f (x))).
Pour de´finir la syntaxe de termes d’ordre supe´rieur, on utilisera aussi une grammaire en forme BNF
mais on explicitera les lieurs. Les lieurs introduisent des variables  muettes  qu’on peut renommer
sans changer le sens du terme. Une variable est libre si elle n’est pas lie´e. L’ensemble des variables
libres d’un terme t se note ftv (t). Les variables lie´es peuvent eˆtre renomme´es arbitrairement tant
qu’elles ne capturent pas une variable libre. Ce renommage est appele´ α-conversion. Pour de´finir cette
notion correctement, on peut se doter de la notion de variable fraˆıche pour un terme syntaxique qui
signifie que la variable ne fait pas partie des variables libres du terme. Par abus de notations, on e´crit
x# t pour signifier que la variable x est fraˆıche pour le terme t. On consultera les travaux d’Andrew
Pitts (2003) pour avoir une formalisation pre´cise de ces notions. La substitution sans capture d’une
variable libre x par un terme t2 dans un terme t1 sera note´e [x 7→ t2]t1. Lorsque l’on veut appliquer
une composition de substitutions a` un terme, remplac¸ant un vecteur de variables x par des termes
t, on e´crira [x 7→ t]t. Un renommage est une substitution particulie`re qui a la proprie´te´ d’eˆtre une
bijection d’un ensemble fini de variables dans un autre.
Exemple 2.2.2
La figure 2.2 de´crit la syntaxe du λ-calcul qui sera le noyau des langages de programmation de cette
the`se. L’ope´rateur λ est un lieur. L’ensemble des variables libres d’un terme du λ-calcul peut eˆtre
de´fini inductivement sur la syntaxe des termes ainsi :
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Termes
t ::= x variable
| λx.t abstraction
| t t application
Valeurs
v ::= x variable
| λx.t abstraction
Fig. 2.2: Grammaire du langage λ-calcul (termes et valeurs).
t → n
inc(t) → n+ 1
t → n n 6= 0
isz(t) → false
t → 0
isz(t) → true
c → true t1 → v1
if c then t1 else t2 → v1
c → false t2 → v2
if c then t1 else t2 → v2
t → (v1, v2)
fst(t) → v1
t → (v1, v2)
snd(t) → v2
t1 → v1 t2 → v2
(t1, t2) → (v1, v2)
Fig. 2.3: Se´mantique ope´rationnelle a` grands pas du langage T .
ftv (x) = {x}
ftv (t1 t2) = ftv (t1) ∪ ftv (t2)
ftv (λx.t) = ftv (t) \ {x}
¦
Par la suite, nous ne rede´finirons pas l’ensemble des variables libres pour chaque nouveau langage
car une de´finition inductive similaire de ftv (t) se de´duira facilement.
2.3 Description d’une se´mantique ope´rationnelle
On utilisera une approche ope´rationnelle, a` base de re`gles d’infe´rence, pour donner une se´mantique
a` nos objets syntaxiques. Nous appellerons arbres de de´rivation l’ensemble des applications de re`gles
de de´duction qui conduisent a` la construction d’un jugement. Les arbres de de´rivations sont donc
des objets inductifs sur lesquels nous ferons re´gulie`rement des de´monstrations par induction. On dira
qu’un syste`me de re`gles est dirige´ par la syntaxe lorsqu’une seule re`gle d’infe´rence s’applique pour une
construction syntaxique donne´e.
Nous de´finirons ge´ne´ralement des jugements de se´mantique ope´rationnelle dans un style a` petits
pas ou a` grands pas (Kahn, 1987).
Exemple 2.3.1
Dans le langage T , on choisit de noter  t → v , le jugement signifiant  le terme t s’e´value en la
valeur v . L’ensemble des re`gles d’infe´rence de la figure 2.3 en donne une de´finition inductive dans un
style a` grands pas (Kahn, 1987). Elles permettent par exemple de de´duire que le terme t1 s’e´value en la
valeur  1 . Au contraire, aucune re`gle ne s’applique pour obtenir une valeur v telle que t2 → v. On
dit que ce terme t2 est bloque´. Un tel terme correspond a` un programme dont l’e´valuation a e´choue´.¦
Les se´mantiques a` petits pas seront de´finies par des re`gles transformant le terme a` e´valuer petit a`
petit afin d’obtenir une e´valuation a` l’aide d’une fermeture re´flexive et transitive. Souvent, on limitera
les lieux ou` les re`gles s’appliquent en de´finissant des contextes d’e´valuation, note´s E, et une re`gle de
passage au contexte. On notera E [t], la substitution textuelle du trou [] par le terme t.
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E ::= []
| v E
| E t
Fig. 2.4: Contexte d’e´valuation de la strate´gie d’appel par valeur.
(Beta) (λx.t)v → [x 7→ v]t
(Context) E [t1] → E [t2] si t1 → t2
Fig. 2.5: Se´mantique ope´rationnelle a` petits pas du λ-calcul avec une strate´gie d’appel par valeur.
Exemple 2.3.2
La se´mantique a` petits pas du λ-calcul en appel par valeur est donne´e par les figures 2.5 et 2.4.
Le lecteur pourra ve´rifier que cette strate´gie d’e´valuation calcule les arguments des fonctions avant
d’effectuer leur appel. Par ailleurs, cette strate´gie ne re´duit pas le corps des fonctions. ¦
2.4 Se´mantique statique par typage
Le roˆle du typage d’un langage de programmation est de fournir, par une observation statique
(sans mettre en jeu l’e´valuation), la garantie qu’un programme bien type´ s’e´value sans erreur.
Le bon typage est souvent utilise´e comme approximation conservative du bon fonctionnement d’un
programme. Il s’agit d’approcher la forme des valeurs qui peuvent intervenir lors de l’e´valuation d’un
terme en fonction de la forme de ce terme. Pour le langage de programmation T , ces formes – les types
du langage de programmation – sont de´finis par la syntaxe de la figure 2.6. On peut alors de´finir le
jugement  ` t : θ  qui se lit  le terme t a le type θ  par induction dans la figure 2.6.
Exemple 2.4.1
On a ` t1 : int et il n’existe pas de type τ tel que ` t2 : τ . ¦
Montrer qu’un syste`me de type joue bien son roˆle, c’est montrer que le typage est un invariant de
l’e´valuation a` l’aide un re´sultat de correction de la forme suivante par exemple :
The´ore`me 2.4.2 (Les programmes bien type´s de T s’e´valuent sans erreur (et terminent))
Si ` t : θ alors t → v et ` v : θ. ¦
On pourrait de´montrer cet e´nonce´ par une induction sur la de´rivation de typage de t en ayant par
avance montre´ la corre´lation entre la forme des valeurs et leurs types. S’e´tendre plus pre´cise´ment sur
les bases de la the´orie du typage des langages de programmation n’est pas du ressort de cette the`se, les
ouvrages (Pierce, 2002, Pottier & Re´my, 2005) seront une aide pre´cieuse pour le lecteur ayant besoin
de comple´ter ses connaissances sur ce domaine.
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θ ::= int entier
| bool boole´en
| θ × θ produit
Fig. 2.6: Grammaire des types du langage T .
` t : int
` inc(t) : int
` t : int
` isz(t) : bool
` c : bool ` t1 : θ ` t2 : θ
` if c then t1 else t2 : θ
` t1 : θ1 ` t2 : θ2
` (t1, t2) : θ1 × θ2
` t : θ1 × θ2
` fst(t) : θ1
` t : θ1 × θ2
` snd(t) : θ2
Fig. 2.7: Typage du langage T .
2.5 Table des notations
Notation Signification
i, j, k,m, n Me´ta-variables de´notant des entiers naturels
i, . . . , j Sous-ensemble des entiers de i a` j
S1 ∪ S2 Union de deux ensembles S1 et S2
S1 ∩ S2 Intersection entre deux ensembles S1 et S2
S1 \ S2 Diffe´rence entre deux ensembles S1 et S2
S1#S2 L’ensemble S1 et l’ensemble S2 sont disjoints
S1 × . . .× Sn Produit carte´sien des ensembles S1, . . . , Sn
x ∈ S x appartient a` l’ensemble S
² Liste vide
`1.`2 Concate´nation de la liste `1 et de la liste `2.
`.S Ensemble des listes forme´es par la concate´nation de la liste ` a` toutes les listes de S.
x Me´ta-variable de´notant un vecteur d’e´le´ments x
x̂ Classe d’e´quivalence de l’e´le´ment x
fn (t) Application ite´re´e n fois du symbole f
ftv (t) Ensemble des variables libres du terme t
[x 7→ t2]t1 Substitution sans capture de la variable x par le terme t2 dans le terme t1
[x 7→ t]t Composition de substitutions.
x# t La variable x est fraˆıche pour le terme t
Fig. 2.8: Table des notations.
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PREMIE`RE PARTIE
Types alge´briques ge´ne´ralise´s
23

CHAPITRE TROIS
Extension de ML par des GADT
Ce chapitre introductif pre´sente d’une manie`re plus approfondie le langage de programmation
vu dans l’introduction et qui est le sujet de la premie`re partie de cette the`se. Pour commencer,
la section 3.1 donne un exemple d’utilisation des GADT pour se familiariser informellement a` leur
typage. Dans la section 3.2, quelques mots sur la notion centrale d’e´galite´ entre types introduisent les
difficulte´s lie´es a` la synthe`se des types. Enfin, diffe´rents travaux connexes ainsi que notre contribution
sont pre´sente´s dans la section 3.3.
3.1 Evaluateur de termes bien type´s d’un langage minimaliste
Commenc¸ons la pre´sentation du langage de programmation a` l’aide d’un exemple. Il s’agit d’e´crire
un e´valuateur des termes bien type´s pour le langage T pre´sente´ dans le chapitre pre´ce´dent dont les
valeurs sont isomorphes aux donne´es primitives du langage hoˆte, ML. Nous allons voir qu’on peut tirer
parti des GADT pour supprimer l’information dynamique contenue habituellement dans les valeurs
des interpre`tes. L’utilisation des GADT pour imple´menter ces tagless interpreters (Cheney & Hinze,
2003) n’est pas une contribution de cette the`se mais un exemple courant de la litte´rature qui nous
servira de support de comparaison avec les autres approches.
On commence dans la section 3.1.1 par expliquer comment imple´menter un interpre`te en ML a`
l’aide de types alge´briques. La section 3.1.2 met en lumie`re l’incapacite´ du syste`me de type de ML a`
capturer le bon typage des termes du langage T pris en entre´e et l’inefficacite´ qui en re´sulte. L’extension
de ML par des GADT permet de passer outre ce proble`me graˆce a` un typage plus pre´cis que nous
expliquerons dans la section 3.1.3.
3.1.1 Imple´mentation de l’e´valuateur en ML avec des ADTs
On de´crit un programme ML (insatisfaisant) servant a` e´valuer un terme du langage T de la section
pre´ce´dente. Ce programme est compose´ de deux de´clarations de type pour les termes et les valeurs
de T (figure 3.1) et d’une de´finition re´cursive de la fonction d’e´valuation (figure 3.3). Pour l’instant,
ce programme n’utilise pas l’extension des types alge´briques ge´ne´ralise´s mais des types alge´briques
classiques.
Une de´claration de type alge´brique introduit un nouveau type de donne´es (ici, les types term
et value) ainsi qu’un ensemble fini de constructeurs de donne´es (ici, Lit , Inc, IsZ , . . . ). A` chaque
constructeur de donne´es K est associe´ un sche´ma de type ML qui sert a` de´terminer le type et le
nombre des arguments de K. Lorsque l’on applique un constructeur de donne´es, on forme une valeur
dont la structure est celle d’un arbre e´tiquete´ par le nom du constructeur de donne´es et dont les
sous-arbres sont les valeurs passe´es en argument.
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type term =
Lit : int → term
Inc : term → term
IsZ : term → term
If : term × term × term → term
Pair : term × term → term
Fst : term → term
Snd : term → term
type value =
VInt : int → value
VBool : bool → value
VPair : value × value → value
Fig. 3.1: Types alge´briques de´notants les termes et les valeurs du langage T .
Exemple 3.1.1
VPair(VInt(0),VTrue) est une valeur du type alge´brique value qui correspond a` la valeur (0, true) du
langage T . ¦
Lors de l’exe´cution du programme, le nom du constructeur de donne´es qui e´tiquette la valeur
permet d’observer comment elle a e´te´ construite. Comme l’ensemble des constructeurs de donne´es est
fini, cette observation se re´duit a` une analyse par cas (aussi appele´e destruction, inversion, filtrage
ou pattern matching). Chaque cas de l’analyse est forme´ d’un motif et d’un terme : ce couple sera
appele´ une branche par la suite. Informellement, un motif suit la syntaxe des valeurs en permettant le
remplacement de certains sous-arbres par des variables. Lorsqu’un motif est superposable a` la valeur
analyse´e, le code associe´ est e´value´.
Revenons a` notre e´valuateur. Celui-ci va calculer des valeurs de type value. Or, parmi ces valeurs,
on trouve des boole´ens, des entiers et des paires qui sont de´ja` pre´sents en ML. On aimerait donc
re´utiliser les ope´rateurs de ML sur ces types. A` cet effet, la figure 3.2 offre une se´rie de fonctions tre`s
simples qui convertissent les valeurs de type value en valeurs ML isomorphes. Ces fonctions vont eˆtre
utilise´es par l’e´valuateur pour tirer parti du bon typage du terme a` e´valuer et de ses sous-termes,
c’est-a`-dire de la connaissance de la forme des valeurs re´sultant de leurs e´valuations.
De´crivons en de´tail la fonction as int . La construction let de ML permet de lier un nom a` une
valeur dans la suite du programme. Ici, la syntaxe  λt. . . .  nous indique qu’il s’agit d’une fonction
attendant un argument t. Le terme  match t with . . .  est une analyse par cas sur la forme de t.
Cette analyse effectue une disjonction sur deux cas.
Le premier correspond aux valeurs de la forme VInt(t), c’est-a`-dire aux entiers du langage T . Dans
le corps de cette branche, la variable t est lie´e et elle est de type int (ceci se de´duit de la de´claration
de Lit). On renvoie cet entier ML ce qui imple´mente effectivement la conversion recherche´e.
Le second cas correspond a` l’ensemble des autres formes de valeurs possibles (le comple´mentaire
des motifs traite´s par les branches pre´ce´dentes s’e´crit dans le langage de motifs de ML). Or, la
pre´condition de la fonction, indique´e informellement a` l’aide d’un commentaire, affirme qu’on ne
l’utilisera pas dans ces cas-la`. On aimerait indiquer au syste`me que, si le programme est correct,
alors cette branche ne sera pas exe´cute´e. Malheureusement, le syste`me de type de ML n’est pas assez
riche pour capturer une telle proprie´te´ (contrairement aux langages que nous allons pre´senter dans
cette the`se). Le programmeur a alors recours a` un ope´rateur assert e qui stoppe le programme si
l’expression boole´enne e est fausse. En e´crivant assert false, on s’assure que le programme s’arreˆtera si
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(* Pre´condition : l’argument est un boole´en. *)
let as bool = λt.
match t with
| VBool(b)→ b
| → (* Cas impossible. *) assert false
(* Pre´condition : l’argument est un entier. *)
let as int = λt.
match t with
| VInt (i)→ i
| → (* Cas impossible. *) assert false
(* Pre´condition : l’argument est une paire. *)
let as pair = λt.
match t with
| VPair(t1, t2)→ (t1, t2)
| → (* Cas impossible. *) assert false
Fig. 3.2: Trois fonctions ML de conversion entre valeurs de T et valeurs ML.
cette branche est exe´cute´e. Bien suˆr, ce proce´de´ est insatisfaisant puisqu’il ne donne aucune garantie
quant a` la correction du programme et fournit seulement un moyen de de´tecter a posteriori l’existence
d’un bug.
(* Pre´condition : l’argument est un terme bien type´. *)
let rec eval : term → value = λt.
match twith
| Lit (i)→ VInt(i)
| Inc (t)→ VInt(as int(eval t) + 1)
| IsZ t→ VBool(as int(eval t) = 0)
| If (b, t, e)→ if as bool(eval b) then eval t else eval e
| Pair (a, b)→ VPair(eval a, eval b)
| Fst (t)→ fst (as pair(eval t))
| Snd (t)→ snd (as pair(eval t))
Fig. 3.3: Une fonction ML e´valuant un terme du langage de programmation T .
Passons enfin a` l’e´criture de l’e´valuateur d’un terme du langage T . Comme ses re`gles d’e´valuation
sont dirige´es par la syntaxe (voir la figure 2.7), on e´crit naturellement la fonction eval a` l’aide d’une
de´finition re´cursive discrimant sur chaque cas de sa syntaxe (figure 3.3).
Le type de cette fonction est term → value : on retrouve la forme du jugement d’e´valuation t → v.
Focalisons-nous sur la construction de la valeur correspondant a` l’e´valuation d’un terme de la forme
IsZ (t), en supposant que le terme t a le type int . D’apre`s la re`gle d’e´valuation, on doit d’abord e´valuer
le terme t en une valeur v. Ensuite, si la valeur v est un entier non nul, on renvoie la valeur VBool(false)
et on renvoie VBool(true) si la valeur v est un entier nul. L’utilisation de la fonction de comparaison
entre entiers de ML s’impose mais celle-ci a le type int → int → bool . Il faut donc convertir v en
une valeur de type int . C’est le roˆle de as int dont la pre´condition est ve´rifie´e graˆce au bon typage
suppose´ du terme a` e´valuer. Enfin, comme la fonction d’e´valuation doit renvoyer une valeur de type
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type term : ?→ ? =
Lit : ∀α.int → term ?
Inc : ∀α.term int → term ?
IsZ : ∀α.term int → term ?
If : ∀α.term bool × term α× term α→ term α
Pair : ∀α.term ?× term ?→ term ?
Fst : ∀α.term ?→ term ?
Snd : ∀α.term ?→ term ?
Fig. 3.4: Une tentative de codage du bon typage des termes dans ML.
value, il est ne´cessaire d’encapsuler cette valeur de type bool a` l’aide du constructeur VBool .
3.1.2 Proble`me de l’e´valuateur e´crit en ML sans GADT
Qu’arrive-t-il si on utilise la fonction eval de la section pre´ce´dente avec un terme mal type´ (comme
par exemple IsZ (VPair(VInt(0),VInt(0)))) ? L’appel a` as int e´choue lors de l’e´valuation. Lorsque
le terme est bien type´ dans le langage T , cette fonction introduit e´galement une inefficacite´ car elle
re´alise un isomorphisme trivial (en supprimant l’e´tiquette de la valeur de type term ).
On aimerait obtenir du typeur une garantie statique nous assurant que la proprie´te´ de bon typage
du terme fourni en entre´e est toujours vraie. Pour cela, deux me´thodes sont envisageables, chacune
prenant un point de vue diffe´rent sur le programme. Ou bien on enrichit la spe´cification de la fonction
d’e´valuation en indiquant au typeur qu’elle n’accepte qu’un sous-ensemble des valeurs de type term, ce
sera la me´thode retenue dans la seconde partie de cette the`se (§II). Ou bien on restreint les valeurs de
type term a` ne contenir que des termes bien type´s. Autrement dit, on aimerait que la proprie´te´  eˆtre
bien type´  soit vraie par construction pour toute valeur de type term. Cette me´thode est permise
par un enrichissement du syste`me de type de ML a` l’aide de types alge´briques ge´ne´ralise´s.
3.1.3 E´valuateur de termes bien type´s en ML avec GADT
Pour encoder l’invariant de bon typage des termes, nous allons utiliser les parame`tres de type
de ML pour y encoder non pas la forme d’une donne´e mais une proprie´te´ de´note´e par un type. On
introduit donc le type parame´tre´ term α qui est donne´ aux valeurs dont l’e´valuation conduit a` une
valeur de type α. Le type α ne correspond ainsi pas au type d’une des composantes du terme mais au
type de la valeur qui re´sulte de son e´valuation.
Si ce codage semble attirant, sa mise en oeuvre est loin d’eˆtre e´vidente en ML sans GADT. En
effet, si on essaie de rajouter un tel parame`tre a` la de´finition de term, on est rapidement bloque´ comme
l’illustre la figure 3.4. Expliquons-en les raisons. Dans cette figure, la notation ?→ ? correspond a` la
sorte du constructeur de type term. Elle indique seulement que le constructeur est d’arite´ 1.
Tout d’abord, on constate que le seul type satisfaisant est celui donne´ a` If . En effet, il exprime
bien le fait que la condition du branchement (le premier argument) doit s’e´valuer en un boole´en et
que si chacune des branches s’e´valuent en une valeur de type α alors le branchement s’e´value en une
valeur de type α.
En revanche, le type associe´ a` Lit ne correspond pas a` nos voeux : Lit(0) a le type term α, ce
qui est bien trop ge´ne´ral. On aimerait plutoˆt lui donner le type term int , c’est-a`-dire donner le type
int → term int au constructeur Lit . De meˆme, si t1 a le type term τ1 et t2 a le type term τ2 alors
on souhaite que Pair(t1, t2) ait le type term (τ1 × τ2). Cela revient a` donner au constructeur Pair , le
sche´ma de type ∀β1β2.term β1 × term β2 → term (β1 × β2).
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type term : ?→ ? =
Lit : int → term int
Inc : term int → term int
IsZ : term int → term bool
If : ∀α.term bool × term α× term α→ term α
Pair : ∀β1β2.term β1 × term β2 → term (β1 × β2)
Fst : ∀β1β2.term (β1 × β2)→ term β1
Snd : ∀β1β2.term (β1 × β2)→ term β2
Fig. 3.5: Types alge´briques ge´ne´ralise´s de´notant les termes bien type´s du langage T .
Ces sche´mas de type ne correspondent pas aux sche´mas habituels donne´s aux constructeurs de
donne´es. En ML, tous les sche´mas de type des constructeurs de donne´es du constructeur de type term
doivent avoir la forme :
∀α.τ1 × . . .× τn → term α
La nouveaute´ apporte´e par les types alge´briques ge´ne´ralise´s, c’est d’autoriser pour les constructeurs
du type term n’importe quel sche´ma de type de la forme :
∀β.τ1 × . . .× τn → term τ
Cette forme de sche´ma de type diffe`re de la forme pre´ce´dente car elle permet de spe´cifier un type
particulier τ pour le parame`tre de type de term et elle augmente l’ensemble des variables de type β du
sche´ma. Cette valeur particulie`re du parame`tre et les variables de type β peuvent eˆtre diffe´rentes pour
chaque constructeur de donne´es. Nous verrons un peu plus loin quelles conse´quences a cette liberte´
sur le bon typage.
Pour le moment, fort est de constater que ce relaˆchement nous permet d’e´crire une de´claration de
type alge´brique ge´ne´ralise´ correspondant a` nos desiderata (figure 3.5).
Il est possible de montrer que les valeurs construites a` l’aide de ces constructeurs de donne´es sont
exactement les termes bien type´s du langage T graˆce au the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1.2 (Codage du bon typage dans le type term)
Soit T la valeur ML de´notant le terme t du langage T et τ le type ML de´notant le type θ du langage T .
T est de type term τ si et seulement si ` t : θ. ¦
Preuve. La preuve est imme´diate par induction sur ` t : θ car il y a un isomorphisme clair entre
les re`gles de typage dirige´es par la syntaxe du langage T et les sche´mas de type des constructeurs de
donne´es du type term. ¤
Les exemples suivants permettent d’illustrer le bon comportement de ce codage :
Exemple 3.1.3
–  Inc(Lit(1))  est bien type´ et de type term int .
–  IsZ (VPair(VInt(0),VInt(0)))  est mal type´. ¦
Comment cette extension du syste`me de type influe-t-elle sur l’e´criture de la fonction d’e´valuation
et sur son bon typage ? Avant d’aborder cette question, il est inte´ressant d’observer un autre formalisme
de de´claration des types ge´ne´ralise´s tel qu’on le trouve dans la figure 3.6.
Ce formalisme s’appuie sur une syntaxe e´quivalente pour les sche´mas de type qui fait intervenir
une e´galite´ de type :
∀βα[α = τ ].(τ1 × . . .× τn)→ term α
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type term =
Lit : ∀α[α = int ].int → term α
Inc : ∀α[α = int ].term int → term α
IsZ : ∀α[α = bool ].term int → term α
If : ∀α.term bool × term α× term α→ term α
Pair : ∀β1β2α[α = β1 × β2].term β1 × term β2 → term α
Fst : ∀β1β2α[α = β1].term (β1 × β2)→ term α
Snd : ∀β1β2α[α = β2].term (β1 × β2)→ term α
Fig. 3.6: Un autre formalisme pour la de´claration des types alge´briques ge´ne´ralise´s.
let rec eval : ∀α.term α→ α = λt.
match twith
| Lit (i)→ (* α = int *) i
| Inc (t)→ (* α = int *) eval t+ 1
| IsZ (t)→ (* α = bool *) eval t = 0
| If (b, t, e)→ if eval b then eval t else eval e
| Pair (a, b)→ (* ∃β1β2.α = β1 × β2 *) (eval a, eval b)
| Fst (t)→ (* ∃β1β2.α = β1 *) fst (eval t)
| Snd (t)→ (* ∃β1β2.α = β2 *) snd (eval t)
Fig. 3.7: Une fonction ML e´valuant un terme du langage T en utilisant des GADT.
ou` les variables de type β interviennent dans les types τ1, . . . , τn et τ .
L’explicitation des e´galite´s de type modifie le´ge`rement le point de vue sur l’application d’un
constructeur de donne´es. En effet, on remarque que chaque constructeur a une e´galite´ de type qui
lui est propre. Par conse´quent, par rapport a` ML, l’application d’un constructeur de donne´es requiert
la validation d’une e´galite´ de type supple´mentaire. En contrepartie, lors de l’analyse d’une valeur
construite a` partir de ce constructeur particulier, on peut sans risque supposer que l’e´galite´ de type
correspondante est ve´rifie´e, ce qui constitue un apport d’information statique.
Voyons maintenant comment cet apport contribue a` l’imple´mentation de la fonction d’e´valuation
de´crite dans la figure 3.7.
Cette fonction a maintenant un type plus pre´cis car il synchronise le type de la valeur calcule´e et
le type du terme a` e´valuer par le biais du partage de la variable de type α. Cette proprie´te´ plus forte
permet d’e´viter les e´tapes de conversion. Par exemple, comme le type de b dans la branche traitant le
If est term bool , on sait que eval b est un boole´en qui peut eˆtre teste´ par le branchement de ML.
Ce type pre´cis est accepte´ graˆce aux e´galite´s de type qu’on acquiert lorsque l’on a plus d’informa-
tion sur la forme du terme a` e´valuer. En guise d’illustration, conside´rons le cas ou` la valeur analyse´e
est de la forme Lit(i). La de´claration de la figure 3.6 nous indique que la valeur analyse´e a ne´cessai-
rement e´te´ construite dans un contexte ou` l’e´galite´ α = int e´tait vraie. Le typeur peut alors supposer
localement dans le corps de cette branche que cette e´galite´ de type est vraie. De`s lors, comme la
fonction d’e´valuation doit renvoyer une valeur de type α et que le terme i est de type int , le corps de
la branche est bien type´.
Le cas Pair est un peu plus complexe. D’apre`s le sche´ma de type de Pair , lorsque l’on apprend que
t est de la forme Pair(a, b), on apprend qu’au moment de la construction de cette valeur, il existait
des types β1 et β2 tels que a ait le type term β1 et b ait le type term β2. En outre, l’e´galite´ α = β1×β2
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e´tait aussi ve´rifie´e. Toutes ces pre´cieuses informations de typage peuvent eˆtre recouvre´es dans le corps
de la branche associe´e a` ce motif. Ainsi, de l’e´valuation de a re´sulte une valeur de type β1, de celle de
b une valeur de type β2. Le couple (eval(a), eval(b)) est donc du type β1×β2, c’est-a`-dire un type e´gal
a` α ce qui rend la branche bien type´e. Dans le cas de Pair , notons que des variables universellement
quantifie´es (β1 et β2) sont introduites automatiquement par le typeur.
Exhaustivite´ plus pre´cise
Pour finir, la pre´cision accrue des sche´mas de type des constructeurs de donne´es induit un meilleur
diagnostic statique de l’exhaustivite´ des pattern matchings. En effet, reprenons l’exemple de la fonc-
tion eval mais spe´cialisons son type en term int → int . On restreint le domaine d’application de
l’e´valuateur en n’e´valuant que des termes de type int . Le typeur peut donc de´terminer statiquement
que la branche IsZ peut eˆtre supprime´e sans atteinte a` l’exhaustivite´ de l’analyse car les valeurs
construites a` partir de IsZ sont de type term bool .
3.2 E´galite´ entre types
Le traitement des e´galite´s de type associe´es aux constructeurs de donne´es est au centre des pro-
ble`mes de ve´rification et d’infe´rence de type lorsque l’on ajoute les GADT a` ML. Dans cette section,
nous taˆchons de donner informellement une ide´e de ces difficulte´s.
3.2.1 Re`gle de conversion
Si on tente de formaliser les arguments qui nous ont convaincus du bon typage de la fonction eval
de la section 3.1.3, plusieurs ingre´dients interviennent.
En premier lieu, la pre´sence d’e´galite´s de type locales aux corps des branches induit l’existence d’un
ensemble d’e´galite´s de type valides en chaque point du programme. Du point de vue de la formalisation,
cela ne´cessite l’introduction d’un nouvel objet au sein des hypothe`ses du jugement de typage : la liste
E des e´galite´s de types re´colte´es dans le contexte ou` est plonge´ le terme dont on veut de´terminer le
type. En conse´quence, la forme du jugement de typage pour ML muni de GADT est
Γ, E ` t : τ
et se lit  dans l’environnement de typage Γ et sous les hypothe`ses d’e´galite´s de type E, le terme t a
le type τ .
Pour saisir le roˆle de E, il faut alors se poser les deux questions suivantes : Quand augmente-t-on
le syste`me d’e´quations E ? Quand utilise-t-on les e´galite´s du syste`me E ?
L’augmentation de E est effectue´e par le typage des match. En effet, la confrontation du type du
terme analyse´ (dans eval t qui a le type term α) et du type du motif (ici, le motif Lit(i) qui a le type
term int) implique une e´galite´ entre types (par exemple, l’e´galite´ α = int). Le syste`me d’e´quations E
est donc localement augmente´ dans la branche par cette e´galite´.
L’utilisation de E est moins localise´e dans le sens ou` elle ne de´pend pas de la forme du terme
qu’on cherche a` typer. En d’autres termes, aucune indication syntaxique ne permet de de´cider ou`
utiliser les e´quations de E. En fait, la contribution de E est implicite car elle contraint le typage a`
s’effectuer modulo toutes les e´galite´s de type implique´es par E. Nous avons utilise´ cette proprie´te´ dans
notre exemple pour montrer que le corps de la branche avait bien le type attendu pour le retour de
la fonction eval . Plus pre´cise´ment, voici la de´rivation que nous avons utilise´ dans notre explication
informelle :
eval : ∀α.term α→ α, t : term α, i : int ;α = int ` i : int α = int |= α = int
eval : ∀α.term α→ α, t : term α, i : int ;α = int ` i : α
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Elle se lit ainsi : sachant que le terme i est un entier et que le syste`me d’e´quations E (ici α = int)
implique l’e´galite´ α = int alors le terme i est aussi de type α. Cette forme de re`gle de de´duction est
appele´e re`gle de conversion car elle permet de convertir le type d’un terme en raisonnant non pas sur
le terme mais sur son type. Voici la version ge´ne´rale de cette re`gle :
Γ, E ` t : τ2 Γ, E |= τ1 = τ2
Γ, E ` t : τ1
Cette re`gle de conversion ainsi qu’une le´ge`re modification de la re`gle habituelle pour typer le
pattern matching sont les seules modifications a` apporter a` ML pour introduire les types alge´briques
ge´ne´ralise´s. La de´cidabilite´ du bon typage de´pend alors de la de´cidabilite´ des implications entre e´galite´s
de type (comme le montre l’hypothe`se de la forme Γ, E |= τ1 = τ2). Or, si on se limite aux types
standards de ML, ces implications sont de´cidables efficacement par l’algorithme appele´ congruence
closure (Baader & Nipkow, 1998, Nelson & Oppen, 1980).
3.2.2 Proble`me de l’infe´rence de types
Un des traits caracte´ristiques du langage de programmation ML est l’infe´rence de types de´couverte
par Roger Hindley et Robin Milner (Damas & Milner, 1982). L’objectif de l’infe´rence de types est de
calculer un type principal (le plus ge´ne´ral) pour tout programme ML bien type´. L’adaptation de cet
algorithme est la difficulte´ principale pose´e par les types alge´briques ge´ne´ralise´s. Dans cette section,
nous allons essayer de fournir une intuition sur la nature de cette difficulte´.
Perte de la principalite´
La premie`re difficulte´ re´side en la perte de la principalite´. En effet, une fois les GADT introduits
dans le langage, un programme ML ne posse`de plus un type plus ge´ne´ral que tous les autres. Pour le
comprendre, appuyons-nous sur l’exemple de la figure 3.8.
type eq =
| Eq : ∀α.eq α α
let cast = λe.λx.match e with Eq → x
Fig. 3.8: Une fonction posse´dant plusieurs types principaux.
Ces deux sche´mas de type ML sont acceptables pour la fonction cast :
– ∀αβγ. eq α β → γ → γ
– ∀αβ. eq α β → α→ β
– ∀αβ. eq α β → β → α
Si le premier sche´ma doit sembler naturel au lecteur intime avec l’infe´rence habituelle de ML, le
second sche´ma ne´cessite une explication (le troisie`me sche´ma est du meˆme acabit). Une valeur de type
eq peut eˆtre vue comme la preuve d’une e´galite´ entre deux types. Ainsi, lorsque l’on apprend que le
terme e, de type eq α β, est Eq, de type eq δ δ (pour un certain δ), on apprend du meˆme coup l’e´galite´
α = β = δ. Or, comme x est de type α, x est aussi de type β ce qui justifie le type de retour affecte´ a`
la fonction cast.
Le point important, c’est qu’aucun de ces sche´mas de type n’est plus ge´ne´ral que l’autre (aucune
instanciation des parame`tres de l’un ne permet de retrouver l’autre et re´ciproquement). Nous verrons
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dans la section suivante qu’il faut ge´ne´raliser la syntaxe des types pour re´ussir a` trouver un type plus
ge´ne´ral que ces trois la`.
Cette perte de la principalite´ pose diverses proble`mes. Tout d’abord, la principalite´ est une pro-
prie´te´ au centre de l’algorithme efficace d’infe´rence de types de Hindley-Milner car elle permet de
traiter l’infe´rence de manie`re incre´mentale sans retour en arrie`re. Ensuite, si un programme ne pos-
se`de pas un unique sche´ma de type plus ge´ne´ral, doit-on le rejeter, doit-on calculer l’ensemble des
sche´mas de type plus ge´ne´raux valides pour ce programme ou peut-on se permettre de faire un choix
arbitraire entre tous les sche´mas possibles ?
De´termination et utilisation des e´galite´s de type
La seconde difficulte´ est inhe´rente a` la pre´sence de l’ensemble des e´galite´s de type contenues
dans le jugement de typage. Dans le cadre de l’infe´rence de types, les deux questions de la section
pre´ce´dente,  quelles sont les nouvelles e´galite´s de type ?  et  ou` utilise-t-on ces e´galite´s ?  ne sont
plus inde´pendantes mais au contraire interde´pendantes.
Pour approfondir notre intuition sur ce proble`me d’infe´rence de types, on peut rappeler les travaux
de Franc¸ois Pottier et Vincent Simonet (Simonet & Pottier, 2007) sur HMG(X). Ils ge´ne´ralisent la
re´duction de l’infe´rence de types de ML a` la re´solution de contraintes sous pre´fixes mixtes (Pottier
& Re´my, 2005) en augmentant le langage des contraintes par des implications. Sans rentrer dans les
de´tails, la contrainte a` re´soudre dans le cas de cast est de la forme :
. . . def x : γ1 in γ2 = γ3 ⇒ γ1 = γ4 . . .
Les variables γ1, γ2, γ3, γ4 sont les variables de la contrainte de typage. Ici, la variable γ1 correspond
au type de la variable x, les variables γ2 et γ3 sont telles que le terme e a le type eq γ2 γ3 et la variable
γ4 repre´sente le type de retour de la fonction cast. Pour re´soudre cette contrainte, plusieurs ope´rations
sont utiles.
Pour traiter cette implication, on doit naturellement explorer plusieurs voies de re´solution. L’une
suppose la partie gauche valide dans la partie droite c’est-a`-dire γ2 = γ3 et effectue la re´solution
des e´galite´s entre types modulo cette e´galite´. La seconde suppose la partie gauche invalide et relaˆche
alors la contrainte en ignorant la partie droite de l’implication. On touche du doigt une explosion
combinatoire dans la re´solution de ces contraintes et, effectivement, dans le cas ge´ne´ral, ce nouveau
langage de contraintes ne´cessite un algorithme de re´solution dont la complexite´ est non e´le´mentaire.
Un autre point important mis a` jour par l’e´tude de HMG(X) (Simonet & Pottier, 2007) est la
ne´cessite´ d’e´tendre la syntaxe des sche´mas de type pour retrouver la proprie´te´ de principalite´ du typage.
Seuls des sche´mas de type contraints, i.e. de la forme ∀α[C].τ , permettent de capturer dans toute sa
ge´ne´ralite´ le type d’un programme ML utilisant des GADT. Par exemple dans HMG(=) (Simonet &
Pottier, 2007), le sche´ma de type contraint le plus ge´ne´ral et valide pour la fonction cast est :
∀γ1γ2γ3γ4.[γ1 = γ2 ⇒ γ3 = γ4].eq γ1 γ2 → γ3 → γ4
Cependant, cette forme de sche´mas de type ne nous semblent pas ade´quate pour un langage de
programmation car elle fait apparaˆıtre des contraintes dont les formes re´solues sont tre`s lourdes et
dont la re´solution ne peut pas eˆtre effectue´e  de teˆte  par le programmeur.
3.2.3 Solution retenue pour l’infe´rence de types
MLGX, une dose d’explicite pour retrouver la principalite´
La section pre´ce´dente a montre´ dans quelle mesure la de´termination des e´galite´s de type et leur
utilisation e´taient sujets a` des choix interde´pendants. Le caracte`re implicite de la re`gle de conversion
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et la nature disjonctive de l’implication sont a` l’origine de ce non-de´terminisme. C’est pourquoi nous
choisissons de supprimer ces deux traits du langage en e´laborant un langage plus explicite que nous
appelons MLGX.
Nous supprimons tout d’abord la re`gle de conversion implicite au profit d’une explicitation syn-
taxique de l’utilisation des e´galite´s de type. Pour cela, on introduit un ope´rateur de coercion de la
forme :
(t : τ1 . τ2)
Il signifie au syste`me de type qu’un changement explicite du type d’un terme est ne´cessaire en
indiquant qu’un terme dont le type est τ1 doit eˆtre vu comme un terme de type τ2. Bien e´videmment,
cette construction est accepte´e par le syste`me de type seulement si les e´galite´s de type du contexte
e´tablissent effectivement l’e´galite´ τ1 = τ2.
Nous supprimons ensuite la ne´cessite´ des implications de type dans le langage de contraintes en
forc¸ant l’expression observe´e par un pattern matching a` eˆtre annote´e par un type rigide ou connu.
De`s lors, on extrait des e´galite´s de type simplement en confrontant le type de chaque motif et ce
type connu. Cette confrontation est locale et peut eˆtre effectue´ inde´pendamment de la ve´rification
et de la synthe`se des types. On peut donc de´terminer en tout point du programme, dans une passe
pre´liminaire, les e´galite´s de type qui y sont valides.
Dans MLGX, la fonction cast s’e´crit :
let cast = ∀αβ.λe x.match (e : eq α β) of Eq → (x : α . β)
Pour pouvoir spe´cifier le type rigide de la valeur analyse´e a` l’aide d’une annotation, on a introduit
deux variables de type universellement quantifie´es. Ensuite, on explicite la coercion du type α de la
variable x en un type β.
Il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur le sche´ma de type de cast, il s’agit de
∀αβ. eq α β → α→ β
Plus ge´ne´ralement, cette dose d’explicitation permet a` MLGX de recouvrer des types principaux.
Mieux encore, la suppression des implications de type dans le langage de contraintes permet de re-
trouver l’infe´rence de types dans le style de Hindley-Milner. En effet, une fois ve´rifie´e la validite´ des
coercions, on peut interpre´ter (x : α . β) comme l’application de la fonction identite´ (sans contenu
calculatoire) de type α→ β ce qui est un cas standard d’application de fonction en ML.
MLGX est de´crit dans le chapitre 4 de cette the`se.
MLGI, une dose d’infe´rence locale pre´visible pour alle´ger le travail d’annotation
Le point noir de MLGX est la lourdeur des annotations de type. Pour s’en donner une ide´e, la
figure 8.3 explicite les coercions et les annotations ne´cessaires pour e´crire la fonction eval dans MLGX.
En observant ces annotations, on constate que certaines sont difficiles a` infe´rer tandis que d’autres
se de´duisent facilement du contexte. Plus pre´cise´ment, on a vu pre´ce´demment que de´terminer le sche´ma
de type d’une fonction utilisant des GADT est tre`s complexe 1. L’annotation souligne´e dans la figure
devrait donc eˆtre requise. Par contre, une fois cette annotation connue, les annotations en gris sont
de´duites facilement. Notons la pre´sence de variables de type dans les motifs, comme dans le motif
 Pair β1 β2 a b . Il s’agit d’une introduction de variables de type universellement quantifie´es dont
le scope est limite´ au corps de la branche de ce motif.
La solution propose´e pour de´charger le programmeur de ce fardeau qu’est l’annotation est un
algorithme d’infe´rence locale (aussi appele´ e´laboration) qui va inse´rer automatiquement des coercions
1En ve´rite´ dans le cadre de la re´cursion polymorphe, c’est meˆme un proble`me inde´cidable.
3.3 Travaux connexes et contributions 35
let rec eval : ∀α.term α→ α = ∀α.λt.
match (t : term α)with
| Lit i→ (i : (int . α))
| Inc t→ (eval t+ 1 : (int . α))
| IsZ t→ (eval t = 0 : (bool . α))
| If b t e→ if eval b then eval t else eval e
| Pair β1 β2 a b→ ((eval a, eval b) : (β1 × β2 . α))
| Fst β1 β2 t→ fst (eval t)
| Snd β1 β2 t→ snd (eval t)
Fig. 3.9: La fonction d’e´valuation du langage T dans MLGX.
et des annotations pour transformer un programme e´crit dans un style semi-implicite (dans un langage
nomme´ MLGI) en un programme de MLGX.
Cet algorithme ne va pas chercher a` re´soudre une contrainte globale de typage pour de´duire les
annotations car cela reviendrait a` traiter le proble`me ge´ne´ral de l’infe´rence de types. Au contraire, on ne
va pas explorer l’ensemble des choix de typage possibles mais, plus modestement et du mieux possible,
se contenter de propager les annotations de l’utilisateur a` l’aide d’un algorithme pre´visible pour le
programmeur. En d’autres termes, MLGI doit permettre au programmeur de travailler virtuellement
dans MLGX sans avoir a` e´crire les annotations  e´videntes .
Apparaˆıt alors une difficulte´ inhe´rente a` l’incomple´tude de la solution choisie : dans quelle mesure
s’assurer que les annotations e´crites par le programmeur suffisent bien a` de´terminer quel programme
MLGX il a en teˆte ? Nous avons mis en place plusieurs outils techniques pour nous pre´munir contre
les choix arbitraires que pourrait faire notre algorithme d’infe´rence locale. Au centre de ces outils, on
trouve le concept de forme qui permet de restreindre la propagation des annotations de l’utilisateur
a` un contexte local. Nous consacrons le chapitre 7 a` cet outil.
En re´sume´ : une approche stratifie´e pour l’infe´rence des types alge´briques ge´ne´ralise´s
L’originalite´ de notre approche est d’avoir se´pare´ le traitement du proble`me difficile de l’infe´rence
des types alge´briques ge´ne´ralise´s de l’infe´rence de types dans le style de Hindley-Milner graˆce a` une
infe´rence stratifie´e.
La strate MLGX fournit une ve´rification de la bonne utilisation des types alge´briques ge´ne´ralise´s
ainsi qu’une infe´rence de types correcte et comple`te pour la partie ML.
La strate MLGI fournit un traitement incomplet, mais correct et pre´visible de l’infe´rence des types
ge´ne´ralise´s.
3.3 Travaux connexes et contributions
Une des premie`res apparitions des types alge´briques ge´ne´ralise´s dans le domaine des langages
programmation provient d’un article de Hongwei Xi (Xi et al , 2003). Il met a` plat les re`gles de typage
et les re´sultats me´ta-the´oriques ainsi qu’un grand nombre d’applications pertinentes des GADT a` la
programmation.
Dans le domaine de la preuve assiste´e par ordinateur, un fragment des inductifs de Coq correspond
a` l’expressivite´ des GADT. Ne´anmoins, la re`gle Conv de Coq ne tient pas compte des e´galite´s entre
types obtenues par inversion. Le principe d’inversion de la construction match de Coq n’utilise les
e´quations que sur les types des branches. L’exemple suivant de´clare un type alge´brique ge´ne´ralise´ en
Coq.
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Inductive ty : Type→ Type :=
| Nat : ty nat
| Bool : ty bool.
Malheureusement, le raffinement de type n’a pas lieu si on utilise le pattern matching de Coq. En
effet, la fonction suivante n’est pas accepte´e alors que son e´quivalent l’est dans MLGI.
Definition print (a : Type) (t : ty a) (y : a) : nat :=
match t with
| Nat⇒ y + 1
| Bool⇒ 0
end.
Le type de la variable y n’est pas raffine´e. Coq rejette ce programme en arguant que le type a et
le type nat ne sont pas compatible dans la premie`re branche.
On peut transformer ce programme pour qu’il soit accepte´ par Coq de la fac¸on suivante :
Definition print (a : Type) (t : ty a) (y : a) : nat :=
match t in (ty T ) return (T → nat) with
| Nat⇒ fun (y0 : nat)⇒ y0 + 1
| Bool⇒ fun (y0 : bool)⇒ 0
end y.
La me´thode consiste a` effectuer une η-expansion pour faire apparaˆıtre le type de la variable y dans
le type de la branche pour que l’inversion lui applique le raffinement. Le passage a` l’e´chelle de cette
me´thode n’est bien suˆr pas envisageable.
Si les de´tails formels de l’extension du syste`me de type de ML par des GADT sont en grande partie
fixe´s par les travaux de Hongwei Xi, le proble`me de la synthe`se des types occupe encore de nombreux
auteurs car la solution a` base d’infe´rence bidirectionnelle de Hongwei Xi ne permet pas une extension
stricte des programmes ML (certains programmes ML ne sont plus accepte´s par le syste`me). Plusieurs
auteurs ont inte´gre´ les GADT dans leur langage de programmation (C] (Kennedy & Russo, 2005),
Scala (Odersky & Zenger, 2005), Haskell (Peyton Jones et al , 2004)) avec plus ou moins de difficulte´s.
Comme Franc¸ois Pottier et Vincent Simonet, Peter J. Stuckey et Martin Sulzmann (Sulzmann et
al , 2006) re´duisent le proble`me de l’infe´rence de types a` la re´solution de contraintes mettant en jeu
des implications. Cependant, leur approche est diffe´rente dans le sens ou` ils de´veloppent des solveurs
incomplets qui peuvent faire des choix arbitraires ou explorer un grand nombre de typages possibles.
L’incomple´tude de leur solveur est tre`s inconfortable pour le programmeur car ils ne caracte´risent pas
un sous-ensemble de programmes bien type´s et accepte´s a` coup suˆr par leur syste`me. L’ensemble des
programmes accepte´s est caracte´rise´ uniquement par leur algorithme complexe de re´solution. Il y a
peu de chance qu’un programmeur n’ayant pas d’expertise dans ce domaine puisse pre´dire la validite´
de ce qu’il e´crit (et donc puisse comprendre si son programme est rejete´ a` cause d’une erreur de type
ou par la faute d’une incomple´tude du solveur). A` notre avis, l’approche stratifie´e que nous proposons
donne au programmeur un cadre clair et complet (MLGX) qui lui permet de raisonner simplement et
de faire accepter n’importe quel programme bien type´ par le simple processus de rajout d’annotations
de type.
Simon Peyton Jones, Geoffrey Washburn, et Stephanie Weirich (Peyton Jones et al , 2004) font
une proposition, imple´mente´e depuis la version 6.4 du compilateur Haskell GHC, qui semble bien
fonctionner en pratique. Comme nous, ils sugge`rent d’utiliser intensivement les annotations de type
fournies par le programmeur. Si on reprend l’exemple de la fonction eval , Simon Peyton Jones et al.
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estiment qu’une fois fourni le sche´ma de type de eval , il est  clair  que la valeur analyse´e par le
pattern matching est de type term α et ainsi, il devient  clair  que l’e´galite´ α = int devient valable
dans la premie`re branche. Plutoˆt que de raisonner a` l’aide d’implications ou de syste`me d’e´quations
explicites, il choisit alors d’appliquer la substitution [α 7→ int ] sur l’environnement de typage et sur
le type attendu pour le corps de la premie`re branche et de continuer a` traiter le reste du programme
suivant l’algorithme d’infe´rence de types habituel. Ainsi, il reste seulement a` ve´rifier que l’expression
i est de type int , ce qui est imme´diat.
Bien que l’ide´e premie`re de Simon Peyton Jones et al soit tre`s simple, il s’ave`re que l’imbrication de
l’infe´rence dans le style de Hindley-Milner d’une part et du processus de propagation des annotations et
d’application des substitutions induites par les e´galite´s de types d’autre part est plus complexe qu’on
pourrait l’imaginer. En effet, il est essentiel que le processus de raffinement de type (l’application
de la substitution) soit insensible a` l’ordre dans lequel l’algorithme d’infe´rence traverse l’arbre de
syntaxe repre´sentant le programme. En d’autres termes, la connaissance des e´galite´s de type ne doit
pas de´pendre de l’e´tat de l’algorithme d’unification du premier ordre, maillon central de l’infe´rence de
ML. De`s lors, Simon Peyton Jones et al. choisissent de bloquer la contribution des types infe´re´s dans
la propagation des annotations par le moyen d’une barrie`re syntaxique, un constructeur de type dit
wobbly. Maintenir cette barrie`re demande des ope´rations  administratives  qui parasitent a` notre avis
la compre´hension du processus d’infe´rence. Plutoˆt que de maintenir une barrie`re entre deux processus
concurrents (la propagation des annotations de type et l’infe´rence dans le style de Hindley-Milner),
nous choisissons de les se´parer en deux passes.
Si la solution de Simon Peyton Jones et la noˆtre sont tre`s proches quant a` la volonte´ d’utiliser
uniquement les annotations de type pour traiter la partie GADT de l’infe´rence de types, notre for-
malisation stratifie´e permet de donner de l’imple´mentation de GHC une vision plus simple et nous a
permis a` l’occasion d’y trouver des de´fauts. Nous avons alors pu de´velopper un algorithme qui accepte
des programmes bien type´s que GHC rejette. Nous en donnerons des exemples dans la section 7.3.
3.4 Plan de la partie 1
Le de´veloppement formel de cette premie`re partie concernant les types alge´briques ge´ne´ralise´s
commence dans le chapitre 4 par une pre´sentation de la syntaxe, de la se´mantique ope´rationnelle,
du syste`me de type et d’infe´rence de types de MLGX. Le chapitre 5 introduit brie`vement MLGI. Le
chapitre 6 de´taille les re´sultats me´ta-the´oriques sur ces deux syste`mes. L’e´tude du treillis des formes,
de ses ope´rations et de ses proprie´te´s occupe le chapitre 7. On s’appuie sur ces objets pour de´crire
deux algorithmes d’infe´rence locale dans le chapitre 8. Enfin, une application originale des GADT,
l’imple´mentation efficace et suˆre d’analyseurs syntaxiques LR, est de´crite en de´tail dans le chapitre 9.
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CHAPITRE QUATRE
MLGX
Dans ce chapitre, nous formalisons MLGX, un langage qui e´tend ML avec des types alge´briques
ge´ne´ralise´s ou` les coercions de type sont explicites et les pattern matching sont annote´s. On de´crit
d’abord la syntaxe et la se´mantique dynamique, puis le syste`me de type et enfin l’algorithme de syn-
the`se des types. MLGX est une contribution de cette the`se qui montre comment inte´grer un fragment
explicitement type´ effectuant une ve´rification du bon usage des GADT dans un langage muni de
l’infe´rence de types dans le style de Hindley-Milner.
4.1 Syntaxe et se´mantique
La syntaxe de MLGX est de´crite par la figure 4.1. Nous de´crivons chaque cate´gorie syntaxique
dans les paragraphes suivants.
I Types Un type τ est soit une variable de type α (ou γ ou β), soit un type de fonction τ1 → τ2,
soit une application d’un constructeur de type alge´brique ε aux vecteurs τ1 et τ2 (l’explication de la
pre´sence de deux groupes de parame`tres apparaˆıt dans le paragraphe suivant).
Un sche´ma de type ∀α.τ lie un vecteur α de variables de type dans un type τ . Chaque type de la
forme [α 7→ τ ]τ est une instance du sche´ma de type ∀α.τ . On e´crit σ ¹ τ quand τ est une instance de
σ.
De la meˆme fac¸on, une annotation de type simple ∃γ.τ lie γ dans le type τ ; une annotation de
type polymorphe ∃γ.σ lie γ dans le sche´ma de type σ ; et une coercion ∃γ.(τ1 . τ2) lie γ dans la paire
de types (τ1 . τ2). Les relations d’instance induites s’e´crivent θ ¹ τ , ς ¹ σ, et κ ¹ (τ1 . τ2).
Quand c’est possible, nous suivons la convention informelle que les me´ta-variables α et β repre´-
sentent des variables de type  rigides  (abstraites), c’est-a`-dire lie´es universellement dans le contexte
alors que la me´ta-variable γ repre´sente des variables  flexibles  (a` infe´rer), c’est-a`-dire lie´es exis-
tentiellement dans le contexte. Cependant, certains noms de variables jouent des roˆles diffe´rents dans
diffe´rents contextes. Ainsi, cette convention ne tient pas toujours et on taˆchera de lever l’ambigu¨ıte´
de`s qu’elle se pre´sentera. Par la suite, nous supposerons aussi que les notations α, β et γ repre´sentent
un vecteur de variables de type distinctes.
I Constructeurs de types alge´briques Nous supposons donne´s un certain nombre de constructeurs
de types alge´briques, que nous notons ε. Chacun de ces constructeurs de types est parame´tre´ par
deux groupes de parame`tres de types : leur application s’e´crit ε τ1 τ2, ou` τ1 et τ2 sont des vecteurs de
types. Nous ferons re´fe´rence aux parame`tres du premier groupe en les appelant ordinaires et a` ceux du
second groupe en les appelant ge´ne´ralise´s. Quand le second groupe est vide, ε est un type alge´brique
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Types τ ::=
Variable de type α
Type des fonctions | τ → τ
Type alge´brique | ε τ τ
Sche´mas de type σ ::= ∀α.τ
Annotations de type simple θ ::= ∃γ.τ
Annotations de type polymorphe ς ::= ∃γ.σ
Coercions de type κ ::= ∃γ.(τ . τ)
Termes t ::=
Variable x
Fonction | λ(x : θ).t
Application de fonction | t (t)
De´finition locale | letx = t in t
Point fixe | µ(x : ς).t
Application de constructeur de donne´es | K ((t, . . . , t))
Analyse par cas | match (t : θ)with c
Introduction de variable de type | ∀α.t
Annotation de type | (t : θ)
Coercion de type | (t : κ)
Branches c ::= p.t
Motifs p ::= K β x
Fig. 4.1: Types et termes de MLGX.
ordinaire iso-existentiels de ML (La¨ufer & Odersky, 1994), sinon ε est un type alge´brique ge´ne´ralise´.
Par exemple, le type term du pre´ce´dent chapitre posse`de un unique parame`tre de type ge´ne´ralise´ et
aucun parame`tre de type ordinaire. L’arite´ du constructeur de type ε est la somme des longueurs de
ses deux vecteurs de parame`tres.
Distinguer ces deux groupes nous permet de traiter les types alge´briques ordinaires et les types
alge´briques ge´ne´ralise´s d’une manie`re uniforme plutoˆt que d’introduire des notions diffe´rentes. Ce choix
sert a` e´liminer une possible redondance dans notre pre´sentation. De plus, cette approche augmente
l’expressivite´ du syste`me : un type alge´brique peut avoir a` la fois des arguments de type ordinaires,
infe´re´s par l’infe´rence dans le style de Hindley-Milner et des arguments ge´ne´ralise´s qui doivent eˆtre
explicitement pre´cise´s par le programmeur ou infe´re´s par l’algorithme d’infe´rence locale. Enfin, cette
distinction nous permet de constater que MLGX est effectivement une stricte extension conservative
de ML (tout programme ML sans GADT est traite´ par une infe´rence de types classique).
I Constructeurs de donne´es Nous supposons qu’a` chaque constructeur de type alge´brique est as-
socie´ un ensemble de constructeurs (de donne´es), note´s K. Chaque constructeur de donne´es se voit
affecter un sche´ma de type clos via une de´claration de la forme :
K :: ∀αβ.τ1 × . . .× τn → ε α τ,
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ou` α#β et ftv (τ) ⊆ β. (Comme le sche´ma de type est clos, nous avons aussi ftv (τ1, . . . , τn) ⊆ αβ.)
Le nombre n est l’arite´ du constructeur K et la taille des vecteurs α et β est de´termine´e par ε.
La longueur du vecteur β correspond au nombre de variables de type introduites par K. Nous
noterons K ¹ σ lorsque σ est une instance du sche´ma de type de K.
Quand le second groupe de parame`tres est vide, la de´claration du constructeur de donne´es se
simplifie en :
K :: ∀αβ.τ1 × . . .× τn → ε α
On retrouve alors les types iso-existentiels dans le style de La¨ufer-Odersky (La¨ufer & Odersky,
1994). Ainsi, nos types alge´briques ordinaires contiennent cette extension. Si, en outre, le vecteur β
est vide alors la de´claration se simplifie encore :
K :: ∀α.τ1 × . . .× τn → ε α
Cette dernie`re restriction est celle des types alge´briques standards de ML (Pottier & Re´my, 2005,
p.456).
I Termes Dans chaque λ-abstraction, la variable lie´e x est de´core´e par une annotation de type
simple θ. La version non annote´e de la λ-abstraction λx.t peut eˆtre de´finie comme un sucre syntaxique
pour λ(x : ∃γ.γ).t. En effet, l’annotation de type ∃γ.γ peut toujours eˆtre instancie´e en un type τ
quelconque.
Dans chaque point fixe µ(x : ς).t, la variable lie´e x porte une annotation de type polymorphe ς pour
e´viter les proble`mes d’inde´cidabilite´ de la synthe`se de type en pre´sence de re´cursion polymorphe (Hen-
glein, 1993). Quand ς est ∃γ.γ, le type de x est infe´re´ mais doit eˆtre monomorphe.
Chaque pattern matching fait intervenir un vecteur de branches c. Une branche est une paire forme´e
d’un motif p et d’un terme t. Lorsque le motif est de la forme K β x, β est un ensemble de variables
de type lie´es dans le terme t. Par ailleurs, la longueur de β doit correspondre au nombre de variables
de type introduites par K. Les identifiants x sont aussi lie´s dans le terme t.
L’existence des β dans les motifs forcent le nommage des variables de type introduites par les
constructeurs de type alge´briques iso-existentiels. Cette construction rappelle le open de La¨ufer-
Odersky (La¨ufer & Odersky, 1994) ou` les variables de type introduites doivent aussi eˆtre nomme´es.
Ne´anmoins, en pratique, si ces variables ne sont pas utilise´es dans le terme t alors elles peuvent eˆtre
omises par le programmeur et inse´re´es automatiquement par le syste`me en s’appuyant sur la de´clara-
tion du constructeur de donne´es.
En pratique, le langage de motifs doit eˆtre plus riche en permettant l’expression de motifs de
profondeur supe´rieure a` 1 et des ope´rateurs comme la disjonction, la conjonction ou les motifs attrape-
tout. Pour simplifier la pre´sentation, nous ne traitons pas ces motifs. Leur ajout sera discute´ dans la
conclusion de cette the`se.
Dans la construction ∀α.t, les variables de type α sont lie´es dans le terme t. Elles sont interpre´te´es
comme e´tant lie´es universellement ce qui signifie qu’il faut que le terme t soit bien type´ pour toute
instanciation possible de ces variables de type. En pratique, on devrait aussi permettre la construction
duale ∃α.t, ou` les variables de type sont lie´es existentiellement, de manie`re a` ce que le terme t puisse
eˆtre bien type´modulo une certaine instanciation de ces variables. Dans cette formalisation, on cantonne
l’introduction de variables lie´es existentiellement aux annotations de type θ et ς ainsi qu’aux coercions
de type κ. On en tire un invariant qui simplifie la pre´sentation : si une variable de type apparaˆıt libre
dans une annotation alors elle est rigide puisqu’elle a pu eˆtre introduite dans le terme seulement par
une quantification universelle.
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Valeurs v ::=
Variable x
Fonction | λ(x : θ).t
Donne´es | K ((v1, . . . , vn))
Contexte d’e´valuation E ::=
Focus []
A` gauche de l’application | E t
A` droite de l’application | v E
A` gauche d’un let | letx = E in t
A` droite d’un let | letx = v in E
A` valeur a` analyser | matchE with c
Fig. 4.2: Contextes d’e´valuation et valeurs de MLGX.
(E-Context) E [t] → E [t′]
si t→ t′
(E-Beta) (λ(x : θ).t)v → [x 7→ v]t
(E-Let) letx = v in t → [x 7→ v]t
(E-Fix) µ(x : ς).t → [x 7→ µ(x : ς).t]t
(E-Match) matchK ((v1, . . . , vn))with K β x1 . . . xn.t | c → [x1 7→ v1]. . . [xn 7→ vn]t
(E-NoMatch) matchK ′ ((v1, . . . , vm))with K β x1 . . . xn.t | c → matchK ′ ((v1, . . . , vm))with c
si K 6= K ′
Fig. 4.3: Se´mantique ope´rationnelle a` petits pas de MLGX.
4.2 Se´mantique ope´rationnelle
La se´mantique de MLGX n’est pas diffe´rente de celle de ML muni de types alge´briques. La figure 4.2
de´crit les environnements d’e´valuation de l’appel par valeur : on e´value les arguments d’une fonction
avant de l’exe´cuter, le terme gauche d’un let avant son terme droit et e´videmment la valeur a` analyser
avant les branches dans un pattern matching. La figure 4.3 de´crit les re`gles d’e´valuation. On y trouve
la β-re´duction, la re´duction des valeurs re´cursives, la re´duction du pattern matching et la re´duction
sous un contexte d’e´valuation.
4.3 Contraintes et syste`mes d’e´quations
4.3.1 Syntaxe
Une contrainte C encode un proble`me d’unification ou`  unification  signifie unification du premier
ordre sous un pre´fixe mixte (Miller, 1992). Les contraintes vont de´noter des proble`mes de synthe`se
de types. La figure 4.4 contient la spe´cification de leur syntaxe. On trouve les constructions qui
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Contraintes C ::=
Ve´rite´ | true
E´galite´ | τ = τ
Conjonction | C ∧ C
Quantification existentielle | ∃γ.C
Quantification universelle | ∀α.C
Instanciation | x ¹ τ
De´finition | def x : ∀α[C].τ inC
Syste`me d’e´quations entre types E ::= true | τ = τ | E ∧ E
Fig. 4.4: Syste`me d’e´quations entre types et contraintes.
mode´lisent naturellement l’unification du premier ordre sous pre´fixe mixte : l’e´galite´, la conjonction
et les quantifications universelles et existentielles.
Reste a` expliquer les deux dernie`res constructions. La contrainte def x : ∀α[C].τ inC de´finit un
sous-proble`me dont la solution est un sche´ma de type et qu’on nomme a` l’aide de la variable x. La
contrainte x ¹ τ ve´rifie que le sche´ma associe´ a` la variable x est instanciable en τ . D’un point de
vue se´mantique, ces constructions sont redondantes avec les autres constructions standards mais elles
capturent de manie`re plus pre´cises les proprie´te´s des contraintes de type associe´es aux programmes
ML et favorisent une re´solution plus efficace car elles mode´lisent un partage dans le processus de
re´solution. Pour une description tre`s approfondie de ces constructions, on pourra consulter le chapitre
sur ce sujet e´crit par Franc¸ois Pottier et Didier Re´my (Pottier & Re´my, 2005).
Un syste`me d’e´quations E est une conjonction (e´ventuellement vide) d’e´galite´s entre types. Les
syste`mes d’e´quations sont utilise´s dans les jugements de typage pour garder la trace des e´quations de
type introduites par le pattern matching. Les variables de type intervenant dans les types des e´quations
du syste`me E sont rigides, c’est-a`-dire universellement quantifie´es dans le contexte.
4.3.2 Interpre´tation logique des contraintes
Nous ne de´taillons pas la se´mantique des contraintes qui est de´ja` explique´e dans la formalisation
de HM(X) (Pottier & Re´my, 2005). La satisfiabilite´, l’implication et l’e´quivalence des contraintes sont
de´finies via l’interpre´tation standard dans l’univers de Herbrand, c’est-a`-dire au sein du mode`le des
arbres finis. On e´crit C1 |= C2 quand la contrainte C1 implique la contrainte C2. On e´crit C1 ≡ C2
lorsque deux constraintes sont e´quivalentes, c’est-a`-dire lorsque C1 |= C2 et C2 |= C1.
On de´finit aussi C |= ∃γ.(τ1 . τ2) comme un sucre syntaxique pour C |= ∀γ.(τ1 = τ2). Intuitivement,
C |= κ signifie que, d’apre`s la contrainte C, toute instance de la coercion κ est valide.
4.4 Syste`me de type
Les re`gles de typage de MLGX sont donne´es par la figure 4.5. Le jugement de typage est de la
forme
E,Γ ` t : τ
et se lit  dans l’environnement Γ, sous le syste`me d’e´quations E, le terme t a le type τ .
La plupart de ces re`gles sont issues de ML. La re`gle X-Forall n’est pas tre`s courante (Pottier &
Re´my, 2005) mais est orthogonale a` l’ajout des GADT. Enfin, les re`gles X-Case, X-Clause, X-Pat
sont adapte´es pour les GADT. Comme certains changements par rapport a` la pre´sentation initiale
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X-Var
(x : σ) ∈ Γ
E,Γ ` x : σ
X-Lam
E, (Γ;x : τ1) ` t : τ2 θ ¹ τ1
E,Γ ` λ(x : θ).t : τ1 → τ2
X-App
E,Γ ` t1 : τ1 → τ2
E,Γ ` t2 : τ1
E,Γ ` t1 (t2) : τ2
X-Let
E,Γ ` t1 : σ E, (Γ;x : σ) ` t2 : τ
E,Γ ` letx = t1 in t2 : τ
X-Fix
E, (Γ;x : σ) ` t : σ ς ¹ σ
E,Γ ` µ(x : ς).t : σ
X-Cstr
K ¹ τ1 × . . .× τn → ε τ1 τ2
∀i E,Γ ` ti : τi
E,Γ ` K (t1, . . . , tn) : ε τ1 τ2
X-Case
E,Γ ` (t : θ) : τ1
∀i E,Γ ` (pi : θ).ti : τ1 → τ2
E,Γ ` match (t : θ)with p1.t1 . . . pn.tn : τ2
X-Forall
E,Γ ` t : τ α# ftv (E,Γ)
E,Γ ` ∀α.t : ∀α.τ
X-Annot
E,Γ ` t : τ θ ¹ τ
E,Γ ` (t : θ) : τ
X-Coerce
E,Γ ` t : τ1 κ ¹ (τ1 . τ2) E |= κ
E,Γ ` (t : κ) : τ2
X-Gen
E,Γ ` t : τ α# ftv (E,Γ, t)
E,Γ ` t : ∀α.τ
X-Inst
E,Γ ` t : σ σ ¹ τ
E,Γ ` t : τ
X-Clause
p : ε τ1 τ ′2 ` (β,E′,Γ′) E ∧ E′,ΓΓ′ ` t : τ2
β# ftv (E,Γ, τ2) γ# ftv (E,Γ, t, τ2)
E,Γ ` (p : ∃γ.ε ? τ ′2).t : ε τ1 ?→ τ2
X-Pat
K ¹ ∀β.τ1 × . . .× τn → ε τ1 τ β# ftv (τ1, τ2)
K β x1 . . . xn : ε τ1 τ2 ` (β, τ2 = τ , (x1 : τ1; . . . ;xn : τn))
Fig. 4.5: ML avec GADT dans un style explicite.
des GADT (Xi et al , 2003) ont duˆ eˆtre effectue´s pour coller au style explicite de MLGX, on de´crit
maintenant chacune des re`gles.
I X-Var La re`gle X-Var se contente d’extraire le sche´ma de type de la variable stocke´ dans l’envi-
ronnement. Cette re`gle est tout a` fait standard.
I X-Lambda La re`gle Lambda diffe`re de la re`gle habituelle de ML car on doit tenir compte de
l’annotation que porte l’argument. Dans le cadre de la ve´rification de types, on s’assure que cette
annotation correspond au type de l’entre´e. Pour ve´rifier cette correspondance, il faut se souvenir
qu’une annotation θ est de la forme ∃γ.τ et qu’une hypothe`se de la forme θ ¹ τ ′ implique la recherche
d’une instanciation pour les γ de manie`re a` e´galiser τ et τ ′. Cette annotation sert a` contraindre le
type de la fonction.
I X-App La re`gle X-App ve´rifie que l’argument de l’application correspond bien au type d’entre´e
de la fonction et propage le type de retour. Cette re`gle est la meˆme que pour le λ-calcul simplement
type´.
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I X-Let Dans la re`gle X-Let, on attend un sche´ma de type pour la partie gauche du let. Il s’agit
de la ge´ne´ralisation sur le let caracte´ristique de ML (Damas & Milner, 1982). Ce sche´ma de type est
ensuite associe´ a` la variable lie´e par la de´finition locale dans la suite du programme.
I X-Fix La re`gle X-Fix s’occupe de ve´rifier la validite´ de l’annotation de type qui doit eˆtre au moins
aussi ge´ne´rale que le sche´ma de type de la valeur re´cursive. Ce meˆme sche´ma de type est associe´ dans
l’environnement de typage a` la variable x en cours de de´finition.
I X-Cstr La re`gle X-Cstr utilise le jugement K ¹ τ1 × . . .× τn → ε τ1 τ2 pour ve´rifier que les
arguments passe´s au constructeur de donne´es correspondent bien aux types de´clare´s dans son sche´ma
de type. Notons qu’une application d’un constructeur de donne´es est obligatoirement totale dans un
programme bien type´.
I X-Annot On ve´rifie que les annotations e´crites par le programmeur dans MLGX sont des instances
du type attendu pour le terme comme pour les re`gles X-Lambda et X-Fix.
I X-Coerce La re`gle X-Coerce ve´rifie qu’une coercion κ est applicable a` un terme t de type τ1
pour le convertir en un terme de type τ2. Pour cela, on ve´rifie que la coercion κ s’instancie bien en
la coercion voulue (τ1 . τ2) et on montre E |= κ qui va s’assurer que pour toute instanciation des
variables flexibles de la coercion κ, l’e´galite´ entre les deux types a` convertir est valide. Notons que
lorsque E ≡ false, on peut donner n’importe quel type a` un terme puisque toutes les e´galite´s entre
types sont valides dans un tel contexte.
I X-Gen La re`gle X-Gen construit un sche´ma de type a` l’aide de toutes les variables de type libre
dans le type d’un terme et qui ne sont pas contraintes par l’environnement de typage. Ces variables
doivent aussi eˆtre fraˆıches pour le terme et le syste`me d’e´quations E.
I X-Inst La re`gle X-Inst est duale de la re`gle X-Gen. Son roˆle est d’instancier un sche´ma de type
de manie`re a` obtenir un type monomorphe fixe´.
I X-Forall Introduire des variables de type universellement quantifie´es ne pose pas de proble`me en
ML puisque les jugements de typage acceptent des sche´mas de type. On doit s’assurer de la fraˆıcheur
des variables de type choisies par rapport au terme t, au syste`me d’e´quations E et a` l’environnement
de typage Γ. Ces variables de type  rigides  peuvent eˆtre utilise´es dans les annotations de type et
donc apparaˆıtre dans le type τ .
I X-Case La re`gle X-Case traite chacune des branches en utilisant l’annotation de type dont est
de´core´ le terme analyse´ apre`s avoir ve´rifie´ qu’elle est effectivement correcte. L’annotation servira a`
e´tablir localement le nouveau syste`me d’e´quations valable dans le corps des branches. Formellement,
cette propagation s’exprime par l’appel au jugement (pi : θ).ti.
I X-Clause Le jugement (p : θ).t est de´fini par la re`gle X-Clause. Cette re`gle est au cœur du
traitement des GADT, de´crivons-la en de´tail.
La conclusion de la re`gle indique d’abord que l’annotation doit avoir la forme :
∃γ.ε ? τ ′2
On utilise ? pour indiquer que l’ensemble des parame`tres ordinaires ne sont pas pris en compte
par la re`gle. Restent donc les parame`tres ge´ne´ralise´s qu’on nomme τ ′2. L’ensemble des parame`tres
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ordinaires τ1 retenus pour appliquer cette re`gle est issu du type ε τ1 ?. Le type τ2 correspond au type
du corps de la branche.
La premie`re hypothe`se p : ε τ1 τ ′2 ` (β,E′,Γ′) utilise le type ε τ1 τ ′2 ainsi construit pour de´duire
(β,E′,Γ′) qui est engendre´ par le filtrage du motif p. Les variables de type β sont les variables de type
supple´mentaires introduites par le motif, le syste`me d’e´quations E′ est l’ensemble des e´galite´s de type
acquises et l’environnement de typage Γ′ associe un type a` chaque variable du motif. La re`gle X-Pat
explique la manie`re exacte dont ils sont de´duits du motif p et du type ε τ1 τ ′2.
La seconde hypothe`se E ∧ E′,ΓΓ′ ` t : τ2 tient compte de ce fragment pour typer le corps de la
branche avec le type attendu τ2 en augmentant l’ensemble des e´quations et l’ensemble des variables
lie´es.
I X-Pat L’application de la re`gle X-Pat se de´compose en deux e´tapes. D’abord, on instancie le
sche´ma de type de K de manie`re a` ce que les parame`tres ordinaires valent τ1. Une fois cette ins-
tanciation effectue´e, on de´duit les types τ1, . . . , τn de x1, . . . , xn ainsi que l’e´galite´ entre le type des
parame`tres ge´ne´ralise´s de la de´claration de K et les types τ2 issus de l’annotation du pattern matching.
C’est donc l’annotation de type, et seulement elle, qui sert a` de´terminer localement les e´quations
de type dans MLGX. En effet, si on observe a` la fois la re`gle X-Clause et X-Pat, on voit que
seules la valeur des parame`tres ge´ne´ralise´s τ ′2 issue de l’annotation de type et la valeur des parame`tres
ge´ne´ralise´s τ rentrent en compte pour former l’e´quation τ ′2 = τ .
De`s lors, on peut faire la remarque suivante tre`s importante pour la suite : si les variables de type
flexibles γ2 n’apparaissent pas dans les types τ
′
2 alors E,Γ ` t : ε τ 1τ ′2 si le terme t est la valeur
analyse´e. Dans ce cas, on obtient une connaissance totale du syste`me d’e´quations E puisqu’on connaˆıt
le type exact de la valeur analyse´e.
I Exemple de de´rivation de typage dans MLGX En guise d’exemple d’utilisation des re`gles de
MLGX, nous de´crivons en de´tail la de´rivation de typage d’une branche de la fonction eval . Le terme
suivant doit avoir le type α dans l’environnement Γ ≡ eval : ∀α.term α→ α; t : term α.
match (t : term α)with
| Lit i→ (i : (int . α))
| . . .
Pour cela, on doit appliquer la re`gle X-Case :
X-Case
E,Γ ` (t : term α) : term α
E,Γ ` (Lit i : term α).(i : (int . α)) : term α→ α
E,Γ ` match (t : term α)with Lit i→ (i : (int . α)) : α
Le jugement portant sur t est une simple application de la re`gle X-Var. Pour la seconde pre´misse,
on doit appliquer la re`gle X-Clause et la re`gle X-Pat :
X-Clause
α = int ,Γ; (i : int) ` (i : (int . α)) : α
X-Pat
Lit ¹ int → term int
Lit i : term α ` (∅, α = int , (i : int))
E,Γ ` (Lit i : term α).(i : (int . α)) : term α→ α
Enfin, on ve´rifie que la coercion est valide a` l’aide de la re`gle X-Coerce :
X-Coerce
E,Γ ` i : int (int . α) ¹ (int . α) α = int |= (int . α)
E,Γ ` (i : (int . α)) : α
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Nous reprenons l’approche de HM(X) (Pottier & Re´my, 2005) pour traiter la synthe`se des types
de MLGX. Il s’agit de re´duire ce proble`me a` celui de la re´solution de contraintes de type. La figure 4.6
de´crit la ge´ne´ration des contraintes de typage pour un terme de MLGX. On de´finit LE ` t : τ M qui est
la contrainte ne´cessaire et suffisante pour que le terme t ait le type τ sous le syste`me d’e´quations E.
La plupart de ces re`gles se trouvent de´ja` dans l’infe´rence de types standard de ML (Pottier & Re´my,
2005). Nous allons de´crire les re`gles spe´cifiques a` MLGX, c’est-a`-dire celles associe´es aux coercions,
aux pattern matchings et aux branches.
La re`gle G-Coerce ve´rifie d’abord que E implique la validite´ de la coercion ∃γ.(τ1 . τ2). Cette
ve´rification est simple a` mettre en œuvre : e´tant donne´ que γ# ftv (E), il est e´quivalent de calculer
l’unificateur le plus ge´ne´ral de E et de ve´rifier que c’est aussi un unificateur pour τ1 = τ2. Si cette
ve´rification e´choue, il n’y a aucune chance que le programme soit bien type´ et on peut arreˆter la
synthe`se des types de`s maintenant. Si cette ve´rification re´ussit alors la contrainte de typage associe´e
a` la coercion exprime le fait que, dore´navant, le terme t doit avoir le type τ1 mais le type visible de
l’exte´rieur est τ2. La contrainte obtenue est alors identique a` celle engendre´e pour l’application d’une
fonction de type ∀γ.τ1 → τ2 au terme t.
La re`gle G-Case est simple. L’annotation de type θ est ve´hicule´e dans chaque branche et dans le
type attendu τ pour la valeur analyse´e. C’est la variable flexible γ qui de´note le type de cette dernie`re.
La re`gle G-Clause paraphrase X-Clause. Elle s’appuie sur le sche´ma de type de K. La contrainte
commence par introduire existentiellement le vecteur α qui correspond aux parame`tres ordinaires du
constructeur de type alge´brique. Ensuite, on trouve une conjonction.
Le premier terme ∃γ′2.(τ ′ = ε α γ′2) de´termine des valeurs approprie´es pour les variables de type α
en les e´galisant avec les parame`tres ordinaires de τ ′, le type de la valeur analyse´e. Les variables de
type γ′2 n’apparaissent pas : elles servent uniquement a` oublier les parame`tres ge´ne´ralise´s. Dans le
second terme, le syste`me d’e´quations E est augmente´e avec l’e´quation τ ′2 = τ , obtenue en confrontant
l’annotation de type avec le sche´ma de type de K. On retrouve ici le meˆme processus de formation
des e´quations que lors de la ve´rification des types. Les variables de type qui apparaissent au sein de
ces e´quations sont un sous-ensemble de βγ. Ces variables de type sont universellement quantifie´es
en teˆte de la contrainte ce qui permet de maintenir l’invariant que les types intervenant dans le
syste`me d’e´quations sont rigides. Cet invariant est ne´cessaire pour s’assurer la de´cidabilite´ efficace
de l’implication entre les e´galite´s de type.L’environnement de type Γ est e´tendu avec les liaisons des
variables libres du motif et, enfin, on engendre la contrainte correspondant au bon typage du corps de
la branche t en lui demandant d’avoir le type τ .
Il est inte´ressant d’observer comment les re`gles de ge´ne´ration de contraintes se simplifient si on les
spe´cialise aux types alge´briques ordinaires ou aux types alge´briques purement ge´ne´ralise´s.
Si on suppose que ε est un type alge´brique ordinaire, on a
LE ` (K β x1 . . . xn : ⊥).t : τ ′ → τ M =
∃α.((τ ′ = ε α ) ∧ ∀β.def x1 : τ1; . . . ;xn : τn in LE ` t : τ M)
si K :: ∀αβ.τ1 × . . .× τn → ε α
ce qui correspond a` la re`gle de ge´ne´ration de contraintes de types pour les types alge´briques iso-
existentiels.
Si on suppose que ε est un type alge´brique purement ge´ne´ralise´, on a
LE ` (K β x1 . . . xn : ∃γ.ε τ ′2 ).t : τ ′ → τ M =
∀βγ.def x1 : τ1; . . . ;xn : τn in LE ∧ τ ′2 = τ ` t : τ M
si K :: ∀β.τ1 × . . .× τn → ε τ
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ce qui correspond a` une formulation proche de celle de l’article de Franc¸ois Pottier et Vincent Simo-
net (Pottier & Simonet, 2003) car elle fait apparaˆıtre une implication de la forme  E ` . . .  qui a la
particularite´ d’avoir un membre gauche en forme re´solue.
La preuve de correction et comple´tude de la ge´ne´ration des contraintes de type pour ML (Pottier
& Re´my, 2005) a de´ja` e´te´ faite. L’infe´rence de types pour MLGX ne pose pas de difficulte´s supple´men-
taires. En effet, la ve´rification des coercions et la de´termination du syste`me d’e´quations E n’influent
ni sur la ge´ne´ration ni sur la re´solution des contraintes de types. La conception de MLGX a e´te´ guide´e
par cette se´paration entre la ve´rification des GADT d’une part et l’infe´rence de types pour la partie
ML d’un autre part. D’un point de vue formel, il manque dans la preuve existante (Pottier & Re´my,
2005), la prise en compte des annotations de type mais cette fonctionnalite´ est admise par tous comme
ne posant pas de proble`me.
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G-VarLE ` x : τ M =
x ¹ τ
G-LamLE ` λ(x : θ).t : τ M =
∃γ1γ2.(θ ¹ γ1 ∧ γ1 → γ2 = τ ∧ def x : γ1 in LE ` t : γ2 M)
G-AppLE ` t1 t2 : τ M =
∃γ.(LE ` t1 : γ → τ M ∧ LE ` t2 : γ M)
G-FixLE ` µ(x : ∃γ.∀α.τ ′).t : τ M =
∃γ.(def (x : ∀α.τ ′) in LE ` t : τ M ∧ ∃α.(τ ′ = τ))
G-LetLE ` letx = t1 in t2 : τ M =
def x : ∀α[LE ` t1 : α M].α in LE ` t2 : τ M
G-ForallLE ` ∀α.t : τ M =
∀α.∃γ.LE ` t : γ M ∧ ∃α.LE ` t : γ M
G-AnnotLE ` (t : ∃γ.τ ′) : τ M =
∃γ.τ ′ = τ ∧ LE ` t : τ M
G-CoerceLE ` (t : ∃γ.(τ1 . τ2)) : τ M =
∃γ.(LE ` t : τ1 M ∧ τ2 = τ)
si E |= ∀γ.τ1 = τ2
G-CaseLE ` match (t : θ)with p1.t1 . . . pn.tn : τ M =
∃γ.(LE ` (t : θ) : γ M ∧ ∧iLE ` (pi : θ).ti : γ → τ M)
G-ClauseLE ` (K β x1 . . . xn : ∃γ.ε ? τ ′2).t : τ ′ → τ M =
∃α.(∃γ′2.(τ ′ = ε α γ′2) ∧ ∀βγ.def x1 : τ1; . . . ;xn : τn in LE ∧ τ ′2 = τ ` t : τ M)
si K :: ∀αβ.τ1 × . . .× τn → ε α τ
Fig. 4.6: Ge´ne´ration des contraintes de typage spe´cifiques a` MLGX.
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CHAPITRE CINQ
MLGI
Dans ce chapitre, on s’inte´resse a` MLGI, un langage contenant ML et des types alge´briques ge´ne´ra-
lise´s. Contrairement a` MLGX, MLGI permet une utilisation des GADT dans un style implicite ce qui
en fait un bon candidat comme langage de surface. La section 5.1 pre´sente rapidement la syntaxe qui
diffe`re peu et la se´mantique qui ne diffe`re pas du tout de celles de MLGX. Le syste`me de type occupe
la section 5.2. On le compare au syste`me de´fini par Hongwei Xi (Xi et al , 2003) dans la section 5.4.
Les proble`mes lie´s a` la synthe`se des types sont aborde´s de manie`re informelle dans la section 5.5.
5.1 Syntaxe et se´mantique
La figure 5.1 spe´cifie la syntaxe de MLGI. Elle rappelle tre`s fortement la figure 4.1. En effet, les
syntaxes de MLGI et de MLGX diffe`rent uniquement sur la constructionmatch qui doit impe´rativement
eˆtre annote´e dans MLGX.
On peut voir tout programme de MLGX comme un programme de MLGI et re´ciproquement.
Il suffit d’une part de remarquer que tout pattern matching annote´ d’un programme MLGX est la
composition d’un pattern matching et d’une annotation de type dans MLGI. Il suffit d’autre part de
conside´rer que, dans un programme MLGI, un pattern matching non annote´ peut eˆtre vu comme un
pattern matching de MLGX annote´ par ∃γ.γ.
Dans MLGI, λx.t est un sucre syntaxique pour λ(x : ∃γ.γ).t. Toutes les constructions classiques
de ML se retrouvent donc dans MLGI.
Comme tout programme MLGX et ML peut eˆtre e´crit dans MLGI modulo quelques sucres syn-
taxiques, MLGI est un trait d’union entre ces deux langages.
La se´mantique de MLGI est la meˆme que celle de MLGX, nous ne la rappelons donc pas.
5.2 Syste`me de type
Le syste`me de type de MLGI est de´fini par les re`gles de la figure 5.2. La plupart des re`gles de
MLGX sont re´utilise´es sans modification : les re`gles qui ont trait au noyau de ML sont inchange´es, les
re`gles Clause et Case sont modifie´es et une re`gle Conv est rajoute´e.
I Case La re`gle Case de MLGI est plus standard que celle de MLGX graˆce a` l’absence d’annotation
de type.
I Clause La re`gle Clause de MLGI s’appuie sur le type exact de la branche et non pas sur une an-
notation de type pour de´terminer le fragment (β,E′,Γ′). La simplicite´ apparente de la re`gle de MLGI
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Types τ ::=
Variable de type α
Type des fonctions | τ → τ
Type alge´brique | ε τ τ
Schemas de type σ ::= ∀α.τ
Annotations de type simple θ ::= ∃γ.τ
Annotations de type polymorphe ς ::= ∃γ.σ
Coercions de type κ ::= ∃γ.(τ . τ)
Termes t ::=
Variable x
Fonction | λ(x : θ).t
Application de fonction | t (t)
Definition locale | letx = t in t
Point fixe | µ(x : ς).t
Application de constructeur de donne´es | K ((t, . . . , t))
Analyse par cas | match twith c
Introduction de variable de type | ∀α.t
Annotation de type | (t : θ)
Coercion de type | (t : κ)
Branches c ::= p.t
Motifs p ::= K β x
Syste`me de d’e´quation entre types E ::= true | τ = τ | E ∧ E
Fig. 5.1: Types et termes de MLGI.
par rapport a` celle de MLGX n’est qu’une illusion : de´sormais l’ensemble des e´quations acquises par
l’analyse d’une valeur de´pend de toute la de´rivation de typage du programme. Dans MLGI, la de´ter-
mination de E requiert donc une analyse globale contrairement a` l’observation locale de l’annotation
qui suffit dans MLGX.
I Conv La re`gle Conv introduit l’utilisation implicite, non dirige´e par la syntaxe, des e´galite´s in-
duites par le syste`me d’e´quations E. Pour cela, on permet au programmeur de travailler modulo E
ce qui se re´alise par la possibilite´ de modifier a` tout moment le type τ1 d’un terme en un type τ2
e´quivalent.
5.3 Proprie´te´s me´ta-the´oriques
Nous aurons besoin d’une proprie´te´ me´ta-the´orique sur les de´rivations de typage de MLGI pour
effectuer les preuves du chapitre suivant.
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Var
(x : σ) ∈ Γ
E,Γ ` x : σ
Lam
E, (Γ;x : τ1) ` t : τ2 θ ¹ τ1
E,Γ ` λ(x : θ).t : τ1 → τ2
App
E,Γ ` t1 : τ1 → τ2
E,Γ ` t2 : τ1
E,Γ ` t1 (t2) : τ2
Let
E,Γ ` t1 : σ E, (Γ;x : σ) ` t2 : τ
E,Γ ` letx = t1 in t2 : τ
Fix
E, (Γ;x : σ) ` t : σ ς ¹ σ
E,Γ ` µ(x : ς).t : σ
Cstr
K ¹ τ1 × . . .× τn → ε τ1 τ2
∀i E,Γ ` ti : τi
E,Γ ` K (t1 . . . tn) : ε τ1 τ2
Case
E,Γ ` t : τ1
∀i E,Γ ` ci : τ1 → τ2
E,Γ ` match twith c1 . . . cn : τ2
Forall
E,Γ ` t : τ α# ftv (E,Γ)
E,Γ ` ∀α.t : ∀α.τ
Annot
E,Γ ` t : τ θ ¹ τ
E,Γ ` (t : θ) : τ
Coerce
E,Γ ` t : τ1 κ ¹ (τ1 . τ2) E |= κ
E,Γ ` (t : κ) : τ2
Conv
E,Γ ` t : τ1 E |= τ1 = τ2
E,Γ ` t : τ2
Gen
E,Γ ` t : τ α# ftv (E,Γ, t)
E,Γ ` t : ∀α.τ
Inst
E,Γ ` t : σ σ ¹ τ
E,Γ ` t : τ
Clause
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ′) E ∧ E′,ΓΓ′ ` t : τ2
β# ftv (E,Γ, τ2)
E,Γ ` p.t : ε τ1 τ2 → τ2
Pat
K ¹ ∀β.τ1 × . . .× τn → ε τ1 τ β# ftv (τ1, τ2)
K β x1 . . . xn : ε τ1 τ2 ` (β, τ2 = τ , (x1 : τ1; . . . ;xn : τn))
Fig. 5.2: ML avec GADT dans un style implicite.
Lemme 5.3.1 (Affaiblissement des e´galite´s dans MLGI)
Si E,Γ ` t : σ et E′ |= E alors E′,Γ ` t : σ. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur la de´rivation de typage du terme t. Il suffit de remarquer
que les seules utilisations du syste`me d’e´quations E sont les pre´misses de la re`gleConv de la forme E |=
τ1 = τ2 et les pre´misses de la re`gle Coerce de la forme E |= κ. L’hypothe`se E′ |= E implique qu’on
peut remplacer le syste`me d’e´quations E par le syste`me d’e´quations E′ sans mettre en jeu la validite´
de ces jugements. De`s lors, la substitution [E 7→ E′] applique´e a` la de´rivation de typage du jugement
E,Γ ` t : σ donne une de´rivation de typage valide pour le jugement E′,Γ ` t : σ. ¤
5.4 Comparaison avec le syste`me de Hongwei Xi
Dans son article introduisant les GADT, Hongwei Xi (Xi et al , 2003) fournit deux syste`mes de
type. Le premier est un λ-calcul polymorphiquement type´ d’ordre 2 et explicitement type´. Il de´finit
la ve´rification des types dans ce syste`me. Les re`gles de MLGI sont quasi-identiques aux siennes si on
met de coˆte´ les re`gles Gen et Inst ainsi que la stratification des types en sche´mas de type et types
monomorphes propre a` ML.
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Le second syste`me de type est un langage externe ou` la plupart des instanciations de types et
ge´ne´ralisations sont e´labore´s pour rendre la programmation plus simple. Bien que ce syste`me soit
proche de ML, il diffe`re de MLGI et MLGX qui sont des extensions conservatives de ML alors que
certains programmes bien forme´s de ML ne sont pas accepte´s par le syste`me de Hongwei Xi (Xi et al ,
2003).
5.5 Quelques mots sur la synthe`se des types dans MLGI
Comme nous l’avons sugge´re´ dans l’introduction, la synthe`se de type dans un syste`me implicitement
type´ comme MLGI est complexe en pre´sence de GADT. En effet, la fac¸on la plus canonique de
formuler les contraintes de typage dans MLGI est d’introduire des implications dans la syntaxe des
contraintes (Pottier & Simonet, 2003, Stuckey & Sulzmann, 2005) :
Contraintes C ::=
Ve´rite´ | true
Egalite´ | τ = τ
Conjonction | C ∧ C
Quantification existentielle | ∃γ.C
Quantification universelle | ∀α.C
Instanciation | x ¹ τ
De´finition | def x : ∀α[C].τ inC
Implication | C ⇒ C
Les contraintes de types ge´ne´re´es pour la construction match et les branches deviennent :
Lmatch t with c1 . . . cn : τ M = ∃γ.L t : γ M ∧∧ni=1L ci : γ → τ M
LK β x1 . . . xn.t : γ → τ M = ∀α.∀β.γ = ε α τ ′ ⇒ def x1 : τ1; . . . ;xn : τn in L t : τ M
avec K :: ∀αβ.τ1 × . . .× τn → ε α τ ′
Plusieurs difficulte´s justifient notre volonte´ de ne pas ge´ne´rer des contraintes de cette forme.
Tout d’abord, il est bien connu que la re´solution d’une implication induit une combinatoire car elle
peut se re´-exprimer sous la forme d’une disjonction. Dans notre cas, du point de vue du programme,
une implication a un membre gauche faux lorsque la branche correspondante dans le programme
repre´sente un cas inadapte´ au type de la valeur analyse´e.
Une premie`re ame´lioration consiste a` savoir de´cider si ce membre gauche est faux ou non a` l’aide
une observation locale. La me´thode la plus simple pour obtenir cette localite´ correspond a` la premie`re
restriction de MLGX : si la variable γ est remplace´e par un type rigide, ce qui correspond a` forcer
les valeurs analyse´es a` eˆtre annote´es par leur type, alors on sait de´cider si le membre gauche de
l’implication est vrai ou faux.
Ensuite, il faudrait pouvoir supprimer les implications en traduisant les e´galite´s obtenues a` l’aide
de contraintes. Or, cela n’est pas si simple puisque les e´galite´s ne sont valides que localement, dans les
membres droits des implications. On ne peut e´videmment pas traduire les implications en conjonctions.
Il n’est pas non plus correct d’utiliser la me´thode de Simon Peyton-Jones qui revient a` calculer le mgu
de l’e´quation et a` l’appliquer a` la contrainte du membre droit. En effet, la contrainte suivante :
∀α.∃γ.def x : γ in (α = int ⇒ x ¹ α) ∧ x ¹ α
n’est pas e´quivalente a` la contrainte :
∀α.∃γ.def x : γ inx ¹ int ∧ x ¹ α
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puisque la premie`re est satisfiable et la seconde ne l’est pas. La dernie`re me´thode consisterait a` effectuer
une e´le´vation de la sorte (Miller, 1992) de la variable de type γ de manie`re a` faire commuter le ∀ et
le ∃. On re´e´crirait alors la contrainte en :
∃γ.∀α.def x : γ α in γ int = int ∧ γ α = α
On peut imaginer utiliser le fragment de´cidable de l’unification d’ordre supe´rieur sur les pat-
terns (Dowek et al , 1996) pour re´soudre de telles contraintes car les fonctions des types dans les types
a` infe´rer ici seraient de la forme : Λα.τ (la forme des sche´mas de type de ML).
L’exemple de la fonction cast pre´sente´e plus toˆt illustre que la perte de la principalite´ est tou-
jours pre´sent meˆme en augmentant ainsi le domaine des solutions des contraintes. En effet, pour la
fonction cast, la contrainte ressemblerait a` :
∃γ.∀αβ.def x : γ α β in γ α β = α = β
Dans ce cas, deux affectations sont possibles pour la variable γ : Λαβ.α et Λαβ.β. Aucune de ces
solutions n’est pre´fe´rable a` l’autre. Il faudrait donc rejeter les programmes engendrant des contraintes
dont les solutions sont de cette forme.
Le syste`me hypothe´tique obtenu si on suivait cette voie nous semble assez complexe et nous avons
pre´fe´re´ expliciter l’utilisation des e´quations a` l’aide de coercion pour utiliser l’infe´rence de types dans
le style de Hindley-Milner dont on connaˆıt l’efficacite´ en pratique.
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CHAPITRE SIX
Correction de MLGX et MLGI
La preuve de type soundness de ML muni de GADT n’est pas une contribution de cette the`se (Xi
et al , 2003). Dans ce chapitre, on s’appuie sur ce re´sultat pour montrer la correction de MLGX ainsi
que des proprie´te´s liant MLGX et MLGI.
6.1 Correction de MLGI vis-a`-vis de la se´mantique
La preuve de correction du syste`me de type de MLGI vis-a`-vis de la se´mantique a de´ja` e´te´ faite par
Hongwei Xi (Xi et al , 2003). En effet, les diffe´rences entre MLGI et le syste`me de Xi sont suffisamment
superficielles pour que la preuve soit inchange´e dans son ensemble. Il ne sert donc a` rien de la re´pe´ter
ici. Nous rappelons tout de meˆme les deux e´nonce´s classiques qui s’appuient sur la me´thode syntaxique
introduite par Andrew Wright et Matthias Felleison (1994).
The´ore`me 6.1.1 (Progression de l’e´valuation dans MLGI)
Si E,Γ ` t : σ dans MLGI alors soit le terme t est une valeur, soit il existe un terme t′ tel que t→ t′.¦
The´ore`me 6.1.2 (Pre´servation du typage dans MLGI)
Si E,Γ ` t : σ dans MLGI et t→ t′ alors E,Γ ` t′ : σ dans MLGI. ¦
The´ore`me 6.1.3 (Correction de MLGI)
Si E,Γ ` t : σ dans MLGI alors l’e´valuation du terme t ne peut pas atteindre un e´tat bloque´. ¦
Franc¸ois Pottier et Vincent Simonet (2003) ont aussi prouve´ la correction des GADT mais en
prouvant aussi que le test d’exhaustivite´ plus pre´cis permis par les GADT est correct. Nous passons
ces de´tails sous silence car ils n’entrent pas en jeu pour traiter les proble`mes d’infe´rence de types.
6.2 Correction de MLGX par rapport a` MLGI
MLGX est une contribution de cette the`se et sa preuve de correction doit donc eˆtre faite. Pour
cela, on se contente de montrer que le bon typage dans MLGX implique le bon typage dans MLGI.
The´ore`me 6.2.1 (Correction de MLGX par rapport a` MLGI)
Si E,Γ ` t : σ est valide dans MLGX, alors il est valide dans MLGI aussi. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction structurelle sur les de´rivations de type de MLGX avec un
cas par re`gle de typage. Pour toutes les re`gles qui sont communes a` MLGI et MLGX, le re´sultat est
imme´diat. Il reste donc deux cas.
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. Cas  X-Case . Il est clair que cette re`gle traduit une combinaison de la re`gle Annot et de la
re`gle Case. De plus, la premie`re pre´misse assure que θ ¹ τ1, une hypothe`se que nous exploitons pour
l’examen de re`gle X-Clause qui suit.
. Cas  X-Clause . La conclusion de la re`gle est
E,Γ ` (p : ∃γ.ε τ ′1 τ ′2).t : ε τ1 τ2 → τ2 (1)
Conforme´ment a` notre dernie`re remarque, nous pouvons aussi supposer que
(∃γ.ε τ ′1 τ ′2) ¹ ε τ1 τ2 (2)
Nous pouvons aussi supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que β# ftv (τ2) (3) et γ# ftv (β, τ2) (4). La
pre´misse de la re`gle X-Clause, une hypothe`se de la re`gle X-Pat,est
p : ε τ1 τ ′2 ` (β,E′,Γ′)
ou` E′ est de la forme τ ′2 = τ . En utilisant τ2 a` la place de τ
′
2 dans la re`gle Pat et en exploitant (3),
nous obtenons :
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′′,Γ′) (5)
ou` E′′ est τ2 = τ . Maintenant, (2) implique (∃γ.τ ′2) ¹ τ2, qui, graˆce a` (4), peut eˆtre e´crite true |=
∃γ.(τ ′2 = τ2). De plus, (4) implique γ# ftv (τ), donc nous avons
τ2 = τ |= τ2 = τ ∧ ∃γ.(τ ′2 = τ2) |= ∃γ.(τ ′2 = τ)
c’est-a`-dire E′′ |= ∃γ.E′.
Comme le montre la dernie`re pre´misse de X-Clause, les variables de type γ sont fraˆıches pour le
syste`me d’e´quations E, ce qui implique :
E ∧ E′′ |= ∃γ.(E ∧ E′) (6)
En appliquant l’hypothe`se de re´currence a` la seconde pre´misse de re`gle X-Clause, on montre que
E ∧ E′,ΓΓ′ ` t : τ2 (7)
est valide dans MLGI.
Par la dernie`re pre´misse de la re`gle X-Clause et par (4), nous avons γ# ftv (Γ,Γ′, t, τ2) (8).
En appliquant le lemme 5.3.1 a` (7), (6), et (8), on obtient :
E ∧ E′′,ΓΓ′ ` t : τ2 (9)
Nous pouvons conclure en construisant dans MLGI l’instance de la re`gle Clause ou` les deux premie`res
pre´misses sont (5) et (9), et dont la conclusion est le but :
E,Γ ` p.t : ε τ1 τ2 → τ2 ¤
Comme MLGI et MLGX posse`dent la meˆme se´mantique ope´rationnelle, on de´duit du the´ore`me
pre´ce´dent et du the´ore`me de correction de MLGI vis-a`-vis de la se´mantique, le the´ore`me de correction
de MLGX vis-a`-vis de la se´mantique :
The´ore`me 6.2.2 (Correction de MLGX vis-a`-vis de la se´mantique)
Si E,Γ ` t : σ est valide dans MLGX alors l’e´valuation du terme t ne peut pas atteindre un e´tat
bloque´. ¦
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6.3 Comple´tude avec assistance de MLGX par rapport a` MLGI
MLGX accepte autant de programmes que MLGI modulo l’explicitation de l’utilisation des GADT
ce qui en fait une cible pertinente pour l’infe´rence stratifie´e que nous allons pre´senter plus loin.
Pour montrer ce re´sultat, on de´finit formellement ce qu’on entend par  modulo l’explicitation de
l’utilisation des GADT . Il s’agit de rede´finir l’e´galite´ entre programmes en ignorant les annotations
de coercions et les annotations de types. Ainsi, deux programmes e´quivalents ont la meˆme se´mantique
ope´rationnelle mais leurs de´rivations de typage diffe`rent e´ventuellement.
De´finition 6.3.1
De´finissons l’ e´quivalence modulo annotations, e´crite ≡, comme la fermeture re´flexive et par congruence
de l’ensemble des axiomes suivants :
t ≡ t′ α# ftv (t)
t ≡ ∀α.t′
t ≡ t′
t ≡ (t′ : θ)
t ≡ t′
t ≡ (t′ : κ)
Le re´sultat suivant montre qu’on pourra toujours rajouter suffisamment d’annotations de types et
de coercions pour qu’un programme bien type´ de MLGI soit accepte´ par MLGX. On obtient ainsi en
passant une certaine garantie de comple´tude pour l’infe´rence stratifie´e : un programmeur qui rencontre
des difficulte´s a` faire accepter un programme bien type´ dans MLGI a` cause de l’incomple´tude de
l’infe´rence locale pourra toujours rajouter des annotations pour le faire accepter dans MLGX.
The´ore`me 6.3.2 (Comple´tude avec assistance de MLGX)
Si E,Γ ` t : σ est valide dans MLGI, alors il existe un terme t′ tel que t ≡ t′ et E,Γ ` t′ : σ est valide
dans MLGX. ¦
Preuve. La preuve est une induction structurelle sur les de´rivations de typage de MLGI avec un
cas par re`gle de typage. Pour toutes les re`gles qui sont communes a` MLGI et MLGX, excepte´e la
re`gle Gen, le re´sultat est imme´diat. Nous nous attaquons maintenant aux cas restants.
. Cas  Gen . La conclusion de la re`gle est E,Γ ` t : ∀α.τ . Ses pre´misses sont
E,Γ ` t : τ (1)
et
α# ftv (E,Γ, t) (2)
En appliquant l’hypothe`se d’induction a` (1), on obtient un terme t′ tel que t ≡ t′ (3) est valide et
E,Γ ` t′ : τ (4)
est valide dans MLGX.
De plus, (2) implique
α# ftv (E,Γ) (5)
Appliquer la re`gle X-Forall a` (4) et (5) fournit
E,Γ ` ∀α.t′ : ∀α.τ
dans MLGX. En outre, par (3) et (2), t ≡ ∀α.t′ est donc valide.
. Cas  Conv . La conclusion de la re`gle est
E,Γ ` t : τ2
Ses pre´misses sont
E,Γ ` t : τ1 (1)
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et
E |= τ1 = τ2 (2)
Appliquer l’hypothe`se d’induction a` (1) fournit un terme t′ tel que t ≡ t′ (3) est valide et
E,Γ ` t′ : τ1 (4)
est valide dans MLGX. Appliquer la re`gle X-Coerce a` (4) et (2) donne
E,Γ ` (t′ : (τ1 . τ2)) : τ2
valide dans MLGX. De plus, par (3), t ≡ (t′ : (τ1 . τ2)) est valide.
. Cas  Case . La conclusion de la re`gle est :
E,Γ ` match twith p1.t1 . . . pn.tn : τ2
Ses pre´misses sont
E,Γ ` t : τ1 (1)
et, pour tout i ∈ {1, . . . , n},
E,Γ ` pi.ti : τ1 → τ2 (2)
Appliquer l’hypothe`se d’induction a` (1) fournit un terme t′ tel que t ≡ t′ (3) est valide et
E,Γ ` t′ : τ1 (4)
est valide dans MLGX.
Supposons que l’entier n est non nul. Alors, τ1 doit eˆtre de la forme ε τ1 τ2. Soit θ valant ∃γ1.ε γ1 τ2,
ou` les variables de type γ1 sont choisies fraˆıches pour τ2. Il est clair que θ ¹ τ1 est valide. En
conse´quence, (4) implique :
E,Γ ` (t′ : θ) : τ1 (5)
est valide dans MLGX.
En examinant le jugement (2), qui est une conse´quence de la re`gle Clause, en appliquant l’hypo-
the`se d’induction, et en appliquant la re`gle X-Clause, on obtient les termes t′1 . . . t
′
n tels que, pour
tout i ∈ {1, . . . , n}, ti ≡ t′i (6) est valide et
E,Γ ` (pi : θ).t′i : τ1 → τ2 (7)
est valide dans MLGX.
Appliquer la re`gle X-Case a` (5) et (7) montre que
E,Γ ` match (t : θ)with p1.t′1 . . . pn.t′n : τ2
est valide dans MLGX. En outre, par (3) et (6),
match twith p1.t1 . . . pi.ti ≡ match (t : θ)with p1.t′1 . . . pn.t′n
est valide.
Il est bon de noter que l’annotation de type θ qui a e´te´ inse´re´e ne contient aucune information
a` propos des parame`tres de types ordinaires de ε : il contient seulement l’information concernant les
parame`tres de type ge´ne´ralise´s τ2. En particulier, quand ε est un type alge´brique ordinaire, l’annotation
de type θ a la forme ∃γ1.ε γ1 qui est e´quivalent a` une absence d’annotations d’apre`s nos conventions.
Si l’entier n est nul, notons θ pour ∃γ.γ. Alors, θ ¹ τ1 est valide ce qui implique (5), comme plus
haut. De plus, il n’y a pas de branches donc (7) est tout aussi valide. Le re´sultat suit de la`. ¤
CHAPITRE SEPT
Semi-treillis des formes
Le prochain chapitre sera de´die´ a` la spe´cification de deux algorithmes d’e´laboration d’un pro-
gramme de MLGI en un programme de MLGX. Cette e´laboration prend la forme d’une propagation
pre´visible des annotations e´crites par l’utilisateur. L’adjectif  pre´visible  est une notion assez in-
formelle et en donner une de´finition scientifique serait ardu. Nous choisissons donc de nous appuyer
sur une conviction : la propagation est pre´visible si elle s’effectue localement, c’est-a`-dire des termes
vers les sous-termes et re´ciproquement. Autrement dit, l’interaction entre les sous-termes s’effectue
toujours de proche en proche et non a` longue distance (par le biais d’une variable globale d’unification
par exemple). De manie`re image´e, on peut dire que le programmeur doit pouvoir  suivre du doigt 
la propagation des types pour que celle-ci soit pre´visible.
E´viter des raisonnements a` longue distance est particulie`rement important en pre´sence de GADT
parce que le syste`me d’e´quations E n’est pas uniforme en tout point du terme a` typer. Cette variabilite´
du syste`me d’e´quations E complique e´norme´ment les proble`mes d’unification comme nous l’avons
montre´ dans la section concernant la synthe`se de type dans MLGI.
Or, l’algorithme W, la re´solution des contraintes de type ou l’infe´rence a` la Hindley-Milner plus
ge´ne´ralement utilisent des variables d’unification pour mode´liser les types inconnus du programme.
Ces variables peuvent s’e´chapper a` travers l’environnement et donc provoquer des unifications a` longue
distance. Par ce seul fait, les variables globales d’unification ne sont pas adapte´es.
En guise de substitut, nous introduisons dans ce chapitre un nouvel objet, que nous appelons
 forme , qui permet d’utiliser cet outil puissant qu’est l’unification du premier ordre tout en main-
tenant l’aspect local de la contribution des annotations de type.
7.1 Pre´sentation
Les formes sont de´finies par
s ::= γ.τ
ou` les variables de type γ sont lie´es dans le type τ . Les variables de type γ seront dites flexibles.
Une variable de type flexible repre´sente un type qui est soit inconnu (la forme γ.γ → γ peut alors
repre´senter le type int → int) ou une variable de type polymorphe (la forme γ.γ → γ de´crit aussi le
sche´ma de type ∀γ.γ → γ). Les formes ne sont pas force´ment closes. Les variables libres d’une forme
seront dites rigides, c’est-a`-dire lie´es universellement dans le programme.
Exemple 7.1.1
La forme γ.α× γ de´crit une paire dont la premie`re composante a le type α, ou` la variable rigide α a
e´te´ introduite par le programmeur, et dont la seconde composante a un type inconnu. ¦
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⊥ = γ.γ
(γ1.τ1)→ (γ2.τ2) = γ1γ2.τ1 → τ2
γ1# ftv (τ2), γ2# ftv (τ1)
D(⊥) = ⊥
D(γ.τ1 → ?) = γ.τ1
C(⊥) = ⊥
C(γ.?→ τ2) = γ.τ2
Fig. 7.1: Ope´rations e´le´mentaires sur les formes.
Les formes sont syntaxiquement tre`s proches des sche´mas de type. En effet, il suffit de rajouter
un quantificateur ∀ devant une forme pour qu’elle soit semblable a` un sche´ma de type. Ne´anmoins,
nous e´tablirons une distinction se´mantique entre ces deux objets par le biais des re`gles d’e´laboration
du chapitre suivant.
Les formes partagent aussi de nombreux points communs avec les annotations de type. Par la suite,
on convertira d’ailleurs souvent implicitement une annotation de type simple ∃γ.τ en la forme γ.τ .
De meˆme, une annotation de type polymorphe ∃γ.∀α.τ peut eˆtre convertie en une forme mais nous le
ferons explicitement.
La figure 7.1 introduit quelques ope´rations primitives sur les formes. La forme bottom γ.γ sera
note´e ⊥. Cette forme ne contient aucune information. A` partir de deux formes quelconques s1 et s2,
on peut construire une forme de fonction s1 → s2. Re´ciproquement, a` partir d’une forme s, on de´finit
deux fonctions partielles, extrayant son domaine et son co-domaine, que nous noterons D(s) et C(s).
Ces ope´rations sont de´finies sur les formes qui sont des fle`ches et sur ⊥.
L’espace des formes est e´quipe´ d’une relation standard d’instanciation de´finie par l’axiome :
γ2# ftv (γ1.τ1)
γ1.τ1 ¹ γ2.[γ1 7→ τ1]τ1
Exemple 7.1.2
On a (γ1.α× γ1) ¹ (γ2.α× (α→ γ2)) en appliquant la substitution [γ1 7→ (α→ γ2)]. ¦
Les variables flexibles du membre gauche peuvent eˆtre instancie´es dans le membre droit par des
types arbitraires faisant e´ventuellement intervenir des variables rigides et flexibles. Les variables rigides
du membre gauche sont pre´serve´es.
Ceci donne a` l’espace des formes une structure alge´brique tre`s riche (Huet, 1976, chapitre 5) :
The´ore`me 7.1.3 (Huet)
L’espace des formes est un semi-treillis infe´rieur et bien fonde´ dont le plus petit e´le´ment est ⊥. ¦
En d’autres termes, tout ensemble de formes non vide, fini ou infini, admet une plus grande borne
infe´rieure. On note s1 u s2 cette borne et elle peut eˆtre calcule´e par anti-unification du premier ordre.
Ce re´sultat implique aussi que tout ensemble de formes qui admet une borne supe´rieure, admet
une plus petit borne supe´rieure. La plus petite borne supe´rieure de deux formes s1 et s2, quand elle
existe, sera note´e s1 unionsq s2 et peut eˆtre calcule´e par l’unification du premier ordre.
Exemple 7.1.4
Rappelons que int → ⊥ signifie γ.int → γ. On a alors (γ.γ → γ) unionsq (int → ⊥) qui est la forme int →
int . ¦
La diffe´rence entre les types avec variables flexibles utilise´s par l’infe´rence de ML et les formes
est la proprie´te´ que deux formes distinctes ne partagent jamais de variables flexibles. Ainsi, aucune
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unification de  longue distance  ne peut avoir lieu : pour qu’une annotation soit prise en compte en
un certain point du terme, il faut qu’elle soit propage´e jusqu’a` ce point. C’est sur cette proprie´te´ cle´
que va s’appuyer la localite´ des algorithmes d’e´laboration.
L’ordre sur les formes peut aussi eˆtre de´fini en termes de contraintes :
Lemme 7.1.5
Soient γ1# ftv (τ2) et γ2# ftv (γ1.τ1). Alors, γ1.τ1 ¹ γ2.τ2 est e´quivalent a` true |= ∀γ2.∃γ1.τ1 = τ2.¦
Preuve. γ1.τ1 ¹ γ2.τ2 est e´quivalent a` l’existence de τ1 tel que
γ2.τ2 ≡ γ2.[γ1 7→ τ1]τ1
Ceci e´quivaut a` dire que pour toute affectation arbitraire φ des γ2, on a φ |= τ2 = [γ1 7→ τ1]τ1 (1).
Or, comme γ1# ftv (τ2), (1) et par les e´quivalences standard sur les constraintes (Pottier & Re´my,
2005) est e´quivalent a`
φ[γ1 7→ τ1] |= τ2 = τ1 (2)
Les se´mantiques de la quantification universelle et existentielle (Pottier & Re´my, 2005) permettent de
conclure que (2) e´quivaut a`
true |= ∀γ2.∃γ1.τ1 = τ2
¤
Ce point de vue sugge`re un moyen de ge´ne´raliser la de´finition de l’ordre pour le rendre relatif a` un
syste`me d’e´quations E.
De´finition 7.1.6
On e´crit E |= γ1.τ1 ¹ γ2.τ2 si, et seulement si E |= ∀γ2.∃γ1.τ1 = τ2 est valide. On e´crit E |= s1 = s2
quand E |= s1 ¹ s2 et E |= s2 ¹ s1 sont valides. ¦
L’exemple suivant illustre comment cette de´finition prend effet :
Exemple 7.1.7
Notons s1 pour la forme γ1.α× γ1 et s2 pour γ2.int × (α→ γ2). Alors, s1 ¹ s2 est invalide, parce que
la variable de type rigide α ne peut pas eˆtre instancie´e en int , mais
α = int |= s1 ¹ s2
est valide. ¦
Le lemme suivant permet de lier l’instanciation modulo le syste`me d’e´quations E a` l’e´galite´ modulo
E.
Lemme 7.1.8
Si E |= s ¹ τ alors il existe un type τ ′ tel que s ¹ τ ′ et E |= τ = τ ′ ¦
Preuve. Par de´finition, E |= γ.τ ′ ¹ τ est e´quivalent a` E |= ∃γ.τ ′ = τ . L’affectation φ des variables
de type γ satisfiant cette dernie`re contrainte est telle que φ |= τ ′ = τ (1). Sans perte de ge´ne´ralite´,
on peut choisir γ# ftv (τ). (1) est alors e´quivalent a` |= φ(τ ′) = τ . φ(τ ′) est l’instance de la forme que
nous cherchons. ¤
La relation d’instance modulo un syste`me d’e´quations E est un pre´-ordre.
The´ore`me 7.1.9
– Pour toute forme s, E |= s ¹ s.
– Pour toutes formes s1, s2 et s3, si E |= s1 ¹ s2 et E |= s2 ¹ s3, alors E |= s1 ¹ s3 ¦
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Preuve. Ces preuves ne posent aucune difficulte´. ¤
On peut adapter cette de´finition d’instance modulo un syste`me d’e´quations E pour y inclure
l’instanciation d’une forme en un sche´ma de type.
De´finition 7.1.10
On e´crit E |= γ1.τ1 ¹ ∀α.τ2 si, et seulement si, E |= ∀α.∃γ1.τ1 = τ2. ¦
7.2 Normalisation
Deux formes qui ne sont pas syntaxiquement compatibles au premier ordre (qui ne posse`dent pas
de plus grand majorant commun) doivent parfois eˆtre conside´re´es compatibles en prenant le syste`me
d’e´quation E en compte.
Supposons par exemple que le syste`me d’e´quations E soit forme´ de l’unique e´quation α = β1 → β2.
Si une expression admet la forme α et la forme γ.β1 → γ alors un algorithme raisonnable d’infe´rence
locale ne doit ni e´chouer ni en conclure que l’expression a la forme ⊥.
Au contraire, on peut tre`s bien combiner ces deux formes graˆce a` l’e´quation α = β1 → β2.
Mais, quel repre´sentant choisir ? Nous choisissons la forme la plus informative, c’est-a`-dire la forme
qui expose le plus la structure de l’expression. Dans notre cas, il s’agit de β1 → β2 qui illustre le
fait que l’expression conside´re´e est une fonction. Choisir cette information plus pre´cise maximise la
propagation de l’information de typage. En effet, par exemple, l’application de l’ope´rateur D(·) re´ussira
sur la forme β1 → β2 et propagera la forme rigide β1 alors que sur la forme α, elle sera inde´finie. La
notion d’informativite´ qui nous inte´resse est donc corre´le´e a` la re´ussite de l’application des ope´rateurs
partiels, et donc par extension, a` la re´ussite de l’application des re`gles de l’infe´rence locale.
Cette notion d’informativite´ des formes est concre´tise´e par une normalisation des formes par
rapport a` une the´orie e´quationnelle E. Si une e´quation de E est de la forme α = τ , avec τ qui n’est
pas une variable de type, alors la normalisation re´e´crit α en τ .
La de´finition de la normalisation est simple mais introduit une certaine dose d’arbitraire dans le
syste`me lorsque l’on doit choisir un repre´sentant entre deux variables de type e´galise´es par le syste`me
d’e´quations E. Si l’e´quation α = β est dans E, doit-on re´e´crire α en β ou l’inverse ? L’important est
de toujours faire le meˆme choix, par exemple en utilisant un ordre arbitraire sur les variables de type
rigides. Ce choix influence la manie`re dont le programme est e´labore´ car les annotations ajoute´es dans
le programme par l’algorithme d’infe´rence locale vont utiliser les formes normalise´es. Si le programme
est mal type´ dans MLGX, ces annotations vont avoir une influence sur les messages d’erreur du typeur.
Par ailleurs, nous supposerons que la contrainte E est satisfiable. C’est une hypothe`se raisonnable
car nous n’aurons pas a` normaliser des formes dans un contexte ou` le syste`me d’e´quation E est
e´quivalent a` false : dans un tel contexte, tout terme est bien type´ et l’infe´rence de formes n’a donc pas
d’inte´reˆt.
De plus, comme nous interpre´tons les contraintes dans un mode`le d’arbre fini, la satisfiabilite´ de
la contrainte E implique que le syste`me d’e´quations E soit acyclique. Cette hypothe`se garantit la
terminaison de la normalisation. On pourrait relaxer cette contrainte en introduisant des types equi-
re´cursifs dans le syste`me mais nous ne rentrons pas dans cette discussion dans cette formalisation.
De´finition 7.2.1
Soit <, un ordre total, fixe´ et arbitraire sur l’ensemble des variables de type. Alors, la relation de
re´e´criture ÃE sur les types est engendre´e par les axiomes suivants :
(1) α ÃE α′ si E |= α = α′ et α′ < α
(2) α ÃE ε τ1 τ2 si E |= α = ε τ1 τ2
(3) α ÃE τ1 → τ2 si E |= α = τ1 → τ2
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La relation ÃE peut effectivement eˆtre vue comme une fonction de normalisation comme le
montrent les deux e´nonce´s suivants :
The´ore`me 7.2.2
La relation ÃE est noethe´rienne. ¦
Preuve. L’ordre multi-ensemble induit par < permet d’ordonner l’ensemble des variables libres des
types et de´croˆıt strictement pour chacune des re`gles de re´e´criture. La non-cyclicite´ du syste`me E est
utilise´e dans les re`gles (2) et (3) car la variable α ne peut pas apparaˆıtre dans un type τ auquel elle
est e´gale modulo le syste`me d’e´quations E. ¤
The´ore`me 7.2.3
La relation ÃE est confluente. ¦
Preuve. D’apre`s le lemme de Newman et le lemme 7.2.2, il suffit de montrer que cette relation est
localement confluente. On montre directement pour chaque paire de re´e´criture possible qu’on peut
trouver un type joignant.
. Cas  (1) et (2)  On a E |= α = α′ et E |= α = ε τ1 τ2 donc par transitivite´ de l’e´galite´,
E |= α′ = ε τ1 τ2 et on peut donc joindre α′ a` ε τ1 τ2 par application de la re`gle (2).
. Cas  (1) et (3)  Meˆme raisonnement.
. Cas  (2) et (3)  C’est un cas impossible car il suppose l’e´galite´ de ε τ1 τ2 et de τ1 → τ2 sous
le syste`me d’e´quations E et le syste`me d’e´quations E est aussi suppose´ satisfiable.
Il existe donc une et une seule forme normale sous E (satisfiable et non cyclique) calcule´e par la
fermeture transitive et re´flexive de ÃE .
Notation 7.2.1
On e´crit τ ºE pour la forme normale du type τ . On e´crit sºE pour γ.(τ ºE ) quand s est γ.τ et
γ# ftv (E) est valide. Les notations θ ºE et ς ºE sont de´finies de la meˆme fac¸on. ¦
Cette de´finition a un sens car l’ordre sur les variables γ est sans importance (car γ#E). La forme
normale de s sous E est un repre´sentant de la classe d’e´quivalence de s :
Lemme 7.2.4
E |= s = sºE est valide. ¦
Preuve. Par induction sur la taille de la de´rivation de normalisation. Le cas de base ou` la forme s
est de´ja` normalise´e est clair, s = sºE . Si on suppose que sÃE s′ Ã?E sºE alors on sait par induction
que E |= s′ = sºE . Or, les re`gles re´e´crivent un type en un type e´gal modulo E donc E |= s = s′ donc
E |= s = sºE par transitivite´ de l’e´galite´. ¤
La normalisation est stable a` travers l’e´quivalence des contraintes.
Lemme 7.2.5
Si E ≡ E′ alors sºE = sºE′ . ¦
Preuve. Par de´finition de l’e´quivalence entre contraintes, les e´galite´s entre types implique´es par E
sont exactement les meˆmes que celles implique´es par E′. ¤
La normalisation commute avec la substitution :
Lemme 7.2.6
([γ 7→ τ1]τ2)ºE = [γ 7→ τ1 ºE ](τ2 ºE ) si γ# ftv (τ1, E) ¦
Preuve. Imme´diat par une induction sur τ2. ¤
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La normalisation pre´serve l’ordre d’instanciation :
Lemme 7.2.7
s1 ¹ s2 implique s1 ºE ¹ s2 ºE . ¦
Preuve. La de´finition de s1 ¹ s2 e´quivaut a`
γ2.[γ1 7→ τ1]τ1 = γ2.τ2
qui implique par ‖γ1‖ applications du lemme pre´ce´dent :
γ2.[γ1 7→ (τ1 ºE )](τ1 ºE ) = γ2.τ2 ºE
ce qui e´quivaut a` s1 ºE ¹ s2 ºE . ¤
La normalisation est pre´serve´e par les ope´rations unionsq , D(•) et C(•) et l’application d’un constructeur
de type ou de la fle`che :
Lemme 7.2.8
On a :
(i) (s1 unionsq s2)ºE = (s1 ºE ) unionsq (s2 ºE ) ;
(ii) D(sºE ) = D(s)ºE ;
(iii) C(sºE ) = C(s)ºE .
(iv) (ε (s))ºE = ε (sºE )
(v) (s1 → s2)ºE = s1 ºE → s2 ºE ¦
Preuve. Par une induction sur le calcul de la forme normalise´e et graˆce a` la confluence de ÃE . ¤
La normalisation par rapport a` un syste`me E implique la normalisation dans un syste`me plus
faible :
Lemme 7.2.9
On a ÃE ⊆ÃE∧E′ ¦
Preuve. Chaque re`gle de ÃE est de´clenche´e lorsqu’une implication de la forme E |= C est valide et
donc a fortiori lorsqu’une contrainte de la forme E ∧ E′ |= C l’est. ¤
Lemme 7.2.10
Soient E et E′, deux syste`mes d’e´quations. Pour toute forme s, sºE∧E′ ºE = sºE∧E′ . ¦
Preuve. C’est une reformulation du lemme 7.2.9. ¤
7.3 E´lagage
7.3.1 Pre´sentation
Un proble`me n’a pas e´te´ aborde´ jusqu’a` maintenant : comment garantir que la propagation des
types est correcte, c’est-a`-dire que les annotations et les coercions inse´re´es respectent l’intention du
programmeur ?
Supposons que le programme a` e´laborer soit bien type´ dans MLGI (mais qu’il manque des annota-
tions de type pour qu’il le soit aussi dans MLGX). On ne peut certainement pas espe´rer qu’a` coup suˆr
l’e´laboration soit capable de trouver toutes les annotations de type ne´cessaires car cela reviendrait a`
espe´rer la comple´tude de l’infe´rence de types. Cependant, on veut garantir que l’e´laboration maintient
la proprie´te´ d’eˆtre bien type´ dans MLGI. Dans le cas contraire, l’e´laboration serait contre-productive
puisqu’elle briserait la validite´ du programme !
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Avec ce point essentiel en teˆte, on pre´fe`rera ne pas inse´rer d’annotations plutoˆt que d’inse´rer une
annotation incorrecte.
Cette proprie´te´ est, a` notre avis, un des points essentiels manquant a` l’imple´mentation des GADT
dans GHC. L’exemple Haskell suivant est assez e´difiant.
data EqT a b where EqP :: EqT a a
eq :: ∀ a. a → a → Bool
eq x y = True
f1 :: ∀ a b. EqT a b → b → a → Bool
f1 e x y =
let z = case e of EqP →x in
eq z y
f2 :: ∀ a b. EqT a b → a → b → Bool
f2 e x y =
let z = case e of EqP → x in
eq z y
Dans cet exemple, la de´claration de la fonction f1 est rejete´e par GHC (version 6.7) mais pas celle
de la fonction f2 alors que ces deux fonctions ne diffe`rent que par le type donne´ a` chaque variable dans
les sche´mas de type. On observe ici clairement un choix arbitraire fait par l’algorithme d’infe´rence de
type.
Dans MLGX, ces deux fonctions sont ambigue¨s et rejete´es : le type de la variable z est le meˆme
que celui de x car aucune coercion n’a e´te´ demande´e. Les types de z et de y sont donc incompatibles.
Ce de´faut de GHC est duˆ a` la propagation d’un type incorrect par l’algorithme d’infe´rence. En
effet, dans la branche la variable x a le type a et le type b. N’ayant pas d’indication sur le type de
la variable z, GHC choisit d’appliquer la coercion arbitraire (a . b) ce qui est valide pour la seconde
fonction mais par pour la premie`re. Cette annotation est donc incorrecte puisqu’elle transforme la
premie`re fonction qui e´tait bien type´ dans MLGI en une fonction mal type´ dans MLGI. Nous devons
donc e´viter d’inse´rer de telles annotations incorrectes.
Pour re´aliser cela, quelques pre´cautions sont a` prendre.
Imaginons que l’e´quation α = β soit disponible au sein d’une branche d’un pattern matching.
Supposons en sus que cette branche a le type α. Dans MLGI, il est aussi valide que la branche a
le type β. Il est donc correct, et cela justifie l’introduction des ope´rateurs ¹E et =E de la section
pre´ce´dente, de raisonner modulo un syste`me d’e´quations E. Une forme s de´note implicitement tous
les types τ tels que E |= s ¹ τ est valide.
Cependant, en dehors de la branche, l’e´quation α = β n’est plus valable donc, il y a une diffe´rence
entre infe´rer la forme α ou la forme β puisque ces formes ne repre´sentent plus le meˆme ensemble
de types. En somme, il est essentiel de reconside´rer le choix des repre´sentants lorsque la the´orie
e´quationnelle change a` la sortie des branches car un choix arbitraire entre α et β est fatal du point de
vue du typage dans MLGI. On pre´fe`re donc infe´rer ⊥ plutoˆt que α ou β lorsque ces deux variables ne
sont plus e´galise´es par le syste`me d’e´quations E. Nous appelons e´lagage ce processus d’approximation
des formes.
7.3.2 De´finitions et proprie´te´s
L’ensemble des types rigides qui sont des instances d’une forme s modulo un syste`me d’e´quations E
sera au cœur des raisonnements sur l’e´lagage. On formalise donc cet objet.
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De´finition 7.3.1
On appelle de´notation de la forme s sous le syste`me d’e´quations E, note´e L s ME, l’ensemble de tous
les types τ tels que E |= s ¹ τ est valide. ¦
La proprie´te´ suivante montre le lien entre la relation d’instance sur les formes et l’inclusion de leur
de´notation.
Lemme 7.3.2
Si s ¹ s′ alors L s′ ME ⊆ L s ME. ¦
Preuve. On a E |= s ¹ s′. Soit τ ∈ L s′ ME alors E |= s′ ¹ τ . Par transitivite´, E |= s ¹ τ et donc
τ ∈ L s ME . ¤
On de´finit l’e´lagage a` l’aide cette notion se´mantique :
De´finition 7.3.3
La forme obtenue par e´lagage de la forme s par rapport a` E et E′, note´e s¹E,E′ , est la plus petite
borne supe´rieure des formes s′ telles que s′ ¹ s est valide et que la de´notation de s′ sous E contienne
celle de s sous E ∧ E′.
On note VE,E′(s), l’ensemble des formes plus ge´ne´rales que la forme s et qui sont des e´lagages
valides, c’est-a`-dire :
VE,E′(s) = {s′ | s′ ¹ s ∧ L s ME∧E′ ⊆ L s′ ME}
On de´finit donc l’e´lagage de la forme s par rapport aux syste`mes d’e´quations E et E′ ainsi :
s¹E,E′ =
⊔
VE,E′(s) ¦
Une forme s′ est une forme e´lague´e valide pour la forme s par rapport aux syste`mes d’e´quations
E et E′ si elle correspond a` la forme s dans laquelle on a oublie´ de l’information (s′ ¹ s) et qui ve´rifie
la condition de suˆrete´ (L s ME∧E′ ⊆ L s′ ME) assurant que l’on n’a pas fait de choix de repre´sentant
dans E. Faire l’union de toutes les formes qui sont des e´lagages valides permet de minimiser la perte
d’information.
La premie`re chose a` remarquer est la bonne formation de cette de´finition. L’ensemble des formes
admet un majorant qui est s. C’est un ensemble fini car tout ensemble de formes majore´ est fini. Il
admet donc une plus petite borne supe´rieure.
Ensuite, on peut reformuler cette de´finition de manie`re plus algorithmique. L’e´lagage est effectue´
a` la frontie`re entre un syste`me d’e´quations E et un syste`me plus riche E ∧ E′. On se fixe une forme
s. La de´notation de s sous E est toujours un sous-ensemble de sa de´notation sous E ∧ E′. Si nous
n’avons pas de chance, c’est un sous-ensemble strict, ce qui signifie que la de´notation de s change si
on passe de E ∧E′ a` E. L’e´lagage de s consiste a` supprimer des sous-termes de manie`re a` empeˆcher
ce phe´nome`ne. Il s’agit donc de de´terminer la forme la plus pre´cise s′ telle que s′ ¹ s est valide et que
la de´notation de s′ sous E contienne celle de s sous E ∧E′. Autrement dit, on ne fait pas de choix de
repre´sentants dans E ∧ E′ qui puissent eˆtre diffe´rents sous E.
Exemple 7.3.4
On se donne E valant true et E′ valant α = β1 × β2. Ainsi, e´laguer la forme s′ valant γ.α→ γ par
rapport a` E et E′ donne une forme s valant γ1γ2.γ1 → γ2. En effet, la de´notation de s′ sous E ∧ E′
contient tous les types de la forme (β1 × β2)→ τ . Or, sa de´notation sous E ne contient pas ces types
donc le sous-terme α doit eˆtre e´lague´. La de´notation de s sous E contient elle tous ces types.
Plus subtil : e´laguer la forme s′ valant γ1γ2.γ1 × γ2 par rapport a` E et E′ donne la forme s valant
⊥. En effet la de´notation de s′ sous E ∧ E′ contient le type α et sa de´notation sous E ne le contient
pas. Le produit a` la racine de s′ doit donc eˆtre e´lague´. On peut ve´rifier que la de´notation de s ne
contient pas α. ¦
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Avant de rentrer dans les de´tails algorithmiques de cette ope´ration, on montre quelques proprie´te´s
sur sa spe´cification.
L’ensemble des formes suffisamment e´lague´es pour une forme s est un sous-ensemble des formes
suffisamment e´lague´es de ses instances.
Lemme 7.3.5
Si s ¹ τ alors VE,E′(s) ⊆ VE,E′(τ) ¦
Preuve. Pour toute forme s′ telle que s′ ∈ VE,E′(s), on a s′ ¹ s donc s′ ¹ τ . On a aussi L s ME∧E′ ⊆L s′ ME . Le lemme 7.3.2 implique L τ ME∧E′ ⊆ L s ME∧E′ . Il vient L τ ME∧E′ ⊆ L s′ ME . On obtient donc
s′ ∈ VE,E′(τ). ¤
Lemme 7.3.6
On a s¹E,E′ ¹ s. De plus, la de´notation de s¹E,E′ sous E contient celle de s sous E ∧ E′. ¦
Preuve. Premie`rement, il est clair que s1 ¹ s et s2 ¹ s implique s1 unionsq s2 ¹ s. Ensuite, la de´nota-
tion de s1 unionsq s2 sous E est l’intersection des de´notations de s1 et s2 sous E. Ainsi, la proprie´te´ qui
de´finit l’appartenance a` S est pre´serve´e par les plus petites majorantes. De`s lors, s¹E,E′ a aussi cette
proprie´te´. ¤
Lemme 7.3.7
Si E ∧ E′ |= s ¹ τ alors E |= s¹E,E′ ¹ τ . ¦
Preuve. Simple reformulation du lemme 7.3.6. ¤
Lemme 7.3.8
s¹E,E′ est normalise´e par rapport a` E si s est normalise´e par rapport a` E ∧ E′. ¦
Preuve. Si la forme s est normalise´e vis-a`-vis de E ∧ E′ alors s est normalise´e vis-a`-vis de E, et
majore s¹E,E′ , qui est donc normalise´e aussi. ¤
Le lemme suivant sert a` caracte´riser un type rigide qui doit eˆtre e´lague´ en teˆte.
Lemme 7.3.9
τ ¹E,E′ = ⊥ si et seulement si il existe un type τ ′ tel que τ et τ ′ n’ont pas le meˆme symbole de teˆte,
τ ′ ∈ L τ ME∧E′ et τ ′ 6∈ L τ ME. ¦
Preuve. Supposons τ ≡ τ1 → τ2. Les autres cas sont similaires.
τ ¹E,E′ = ⊥ e´quivaut a` ∀s′.s′ ¹ s ∧ L τ ME∧E′ ⊆ L s′ ME ⇒ s′ = ⊥. Ceci implique que la forme
⊥ → ⊥ est telle que L τ ME∧E′ 6⊆ L s′ ME . Il existe donc un type τ ′ tel que τ ′ ∈ L τ ME∧E′ mais
τ ′ 6∈ L ⊥ → ⊥ ME . Or, ⊥ → ⊥ ¹ τ donc d’apre`s le lemme 7.3.2, τ ′ 6∈ L τ ME . L’autre sens est clair. ¤
7.3.3 Description algorithmique
Si la normalisation par rapport a` un syste`me d’e´quations rigides est une ope´ration tre`s simple et
facile a` imple´menter car il s’agit d’un syste`me de re´e´criture, l’imple´mentation efficace de l’ope´ration
d’e´lagage n’est pas tout a` fait imme´diate.
En effet, pour calculer efficacement la partie a` e´laguer, il faut avoir une repre´sentation intelligente
des syste`mes d’e´quations E et E ∧ E′ qui facilite, pour un sous-terme donne´, le calcul implicite de
la de´notation de ce sous-terme. De´cider si la de´notation de ce sous-terme sous E n’englobe pas sa
de´notation sous E ∧ E′ permet de de´cider si il doit eˆtre e´lague´.
Il est bien connu que l’algorithme congruence closure imple´mente´ a` l’aide de graphe dirige´ avec
partage est une repre´sentation efficace pour de´cider si deux termes du premier ordre sont e´gaux modulo
une the´orie e´quationnelle close (Baader & Nipkow, 1998).
Dans cette section, on pre´sente une variante de cet algorithme permettant d’imple´menter l’e´lagage
d’une forme s par rapport a` E et E ∧ E′.
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I Rappels concernant congruence closure
De´finition 7.3.10 (Notations sur les graphes)
Soit un graphe dirige´ sans cycle G. On note pour un nœud u :
– L(u) pour son e´tiquette ;
– δ(u) pour la liste ordonne´e de ses successeurs u[1], . . . , u[n]. ¦
On repre´sente une forme γ.τ en se donnant un nœud pour chaque symbole et chaque variable (rigide
ou flexible) et en tirant une areˆte e´tiquete´e par i d’un symbole de fonction vers le nœud repre´sentant
le sous-terme τi. La repre´sentation graphique de la forme γ.τ est valide pour un certain γ fixe´. Deux
formes α-e´quivalentes n’ont donc pas la meˆme repre´sentation graphique. Plus formellement, le terme
repre´sente´ par T (u) est tel que :
T (u) = T (u1)→ T (u2)
si L(u) =′→′ et δ(u) = u1, u2
T (u) = ε (T (u1) . . . T (un))
si L(u) = ε et δ(u) = u1, . . . , un
T (u) = α
si L(u) = α
T (u) = γ
si L(u) = γ avec γ ∈ γ
La forme repre´sente´e par le nœud u est donc γ.T (u).
De´finition 7.3.11 (Congruence sur les graphes)
Une relation ∼ est une congruence si c’est une relation d’e´quivalence et que pour tous nœuds u et v
tels que L(u) = L(v), on a (avec n, l’arite´ de L(u)) :
n∧
i=1
u[i] ∼ v[i]⇒ u ∼ v
¦
Le calcul efficace de la plus petite congruence contenant une relation d’e´quivalence = est un algo-
rithme connu (Baader & Nipkow, 1998). La figure 7.2 est une imple´mentation purement fonctionnelle
de cet algorithme. On note ∼∅, la relation identite´.
On utilise une structure Union/Find purement fonctionnelle (Conchon & Filliaˆtre, 2007) pour im-
ple´menter les classes d’e´quivalence de ∼. Par abus de notation, on note cet ensemble de classe d’e´qui-
valence ∼. Pour alle´ger les notations, lorsque l’on e´crit û, on fait re´fe´rence au re´sultat de find ∼ u.
La fonction union ∼ û v̂ construit un nouvel ensemble de classes d’e´quivalence qui est le meˆme que
celui de ∼ dans lequel les classes d’e´quivalence du nœud u et du nœud v ont e´te´ fusionne´es.
La fonction merge prend en argument la relation ∼ et deux nœuds u et v tels que T (u) = T (v). On
construit une nouvelle relation ∼ qui prend en compte cette nouvelle e´quation. Pour cela, on fusionne
les classes d’e´quivalences du nœud u et du nœud v et on effectue une fermeture par congruence
en ite´rant sur les pre´de´cesseurs des nœuds dans le graphe. La fonction congruence closure construit
incre´mentalement une relation ∼ en ite´rant sur les e´quations du syste`me E (la fonction node of se
contente de calculer la repre´sentation graphique d’un type τ en allouant de nouveaux nœuds et la
fonction fold est une simple ite´ration d’ordre supe´rieur commune dans les langages fonctionnels).
Les de´tails de la preuve de cet algorithme se trouvent de´ja` dans la litte´rature (Baader & Nipkow,
1998). Le the´ore`me de correction peut s’e´noncer ainsi :
The´ore`me 7.3.12 (Correction de congruence closure)
E ∧ E′ |= T (u) = T (v) si et seulement si u ∼′ v
avec ∼′ = congruence closure ∼ E′ et ∼ = congruence closure ∼∅ E. ¦
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let congruent ∼ u v =
L(u) = L(v) ∧ ∀(p, q) ∈ δ(p)× δ(q), p ∼ q.
let rec merge ∼ u v =
if (u 6∼ v) then begin
let Q = δ−1(û) and P = δ−1(v̂) in
let ∼ = union ∼ û v̂ in
fold (P ×Q) ∼ (λ(p, q) ∼. if p 6∼ q ∧ congruent ∼ p q then merge ∼ p q else ∼)
end
let rec congruence closure ∼ E =
fold E ∼ (λ(τ1, τ2) ∼. let u1 = node of τ1 and u2 = node of τ2 in merge ∼ u1 u2)
Fig. 7.2: Version fonctionnelle pure de congruence closure.
A` l’aide de l’algorithme congruence closure, il est donc possible de tester efficacement si deux types
rigides sont e´gauxmodulo un syste`me d’e´quations E. Il suffit de tester l’e´galite´ des classes d’e´quivalence
de leurs racines dans la repre´sentation induite par la relation ∼.
Pour de´cider l’e´quivalence de s1 et s2 modulo un syste`me d’e´quations E, il faut tester si toutes
leurs instances sont e´galisables modulo E. Pour cela, on construit les repre´sentations des deux formes.
On essaie alors d’unifier les deux repre´sentations obtenues (en utilisant e´videmment les variables de
type flexibles γ comme des variables d’unification).
I E´lagage : cas d’une forme rigide τ Pour comprendre comment tirer parti de congruence closure
pour imple´menter efficacement l’e´lagage, nous allons nous focaliser dans un premier temps sur le cas
ou` la forme s a` e´laguer est rigide, c’est-a`-dire un type connu τ .
Dans ce cas, la repre´sentation du type τ par congruence closure est aussi une repre´sentation efficace
de L τ ME puisque L τ ME = {τ ′ | E |= τ ¹ τ ′} = {τ ′ | E |= τ = τ ′}. De meˆme, en rajoutant des
e´quations E′ a` la repre´sentation de E par congruence closure, on obtient une repre´sentation efficace
de L τ ′ ME∧E′ .
D’apre`s lemme 7.3.9, on doit e´laguer un type rigide τ en teˆte si il existe un type τ ′ dans L τ ME∧E′
dont le symbole de teˆte est diffe´rent de celui de τ et qui n’est pas e´gal a` τ modulo E. Cette proprie´te´ sur
le symbole de teˆte s’exprime tre`s facilement en terme de graphe : il suffit que la classe d’e´quivalence du
nœud u tel que T (u) = τ ne soit pas la meˆme sous E et sous E∧E′ pour que τ ¹E,E′ = ⊥. En rajoutant
une marque sur chaque classe d’e´quivalence correspondant au syste`me d’e´quations qui l’a forme´, on
peut de´terminer en temps constant si un nœud doit eˆtre e´lague´. On se donne donc une fonction ∆(u)
renvoyant une marque associe´e a` la classe d’e´quivalence du nœud u. On se donne aussi une fonction
mark telle que mark ∼ û m calcule une nouvelle relation ∼ dans laquelle les classes d’e´quivalence sont
pre´serve´es mais la classe d’e´quivalence û est marque´e par m.
La seule ope´ration qui contribue a` la formation des classes d’e´quivalence est l’ope´ration union.
Il suffit donc de rajouter un nouvel argument a` union, la marque correspondant au syste`me d’e´qua-
tions courant, pour savoir quel est le dernier syste`me qui a contribue´ a` la formation d’une certaine
classe d’e´quivalence. On modifie donc la fonction merge pour qu’elle passe ce nouvel argument a` la
fonction union. Le code obtenu se trouve dans la figure 7.3.
I E´lagage On peut maintenant pre´senter informellement l’algorithme d’e´lagage d’une forme s ≡ γ.τ
dont l’imple´mentation est de´crite par la figure 7.4.
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let union’ ∼ m û v̂ =
let ∼ = union ∼ û v̂ in
mark ∼ û m
let rec merge ∼ m u v =
if (u 6∼ v) then begin
let Q = δ−1(û) and P = δ−1(v̂) in
let ∼ = union’ ∼ m û v̂ in
fold (P ×Q) ∼ (λ(p, q) ∼. if p 6∼ q ∧ congruent ∼ p q then merge ∼ m p q else ∼)
end
Fig. 7.3: Fonction merge modifie´e par une marque.
L’appel trim E γ.τ calcule l’e´lagage de la forme γ.τ . Cette fonction utilise une fonction auxiliaire
trim type qui prend en entre´e un type τ , un ensemble de variable de types flexibles γ et qui renvoie
un type τ ′ et un ensemble de variables flexibles γ′ tels que γ.τ ¹E,E′ = γγ′.τ ′. Nous allons maintenant
expliquer informellement la fonction trim type.
Comme dit plus haut, il s’agit d’un parcours en profondeur de l’arbre de syntaxe du type τ . Pour
de´cider si l’arbre doit eˆtre e´lague´ en teˆte ou si on doit plutoˆt e´laguer certains de ses sous-arbres en
laissant son symbole de teˆte, on s’inte´resse a` toutes ses instances rigides.
Si il existe une instance rigide τ de la forme s dont le changement de the´orie e´quationnelle ne´cessite
un e´lagage en teˆte alors la forme s doit aussi eˆtre e´lague´e en teˆte.
Lemme 7.3.13
Soit une forme s. Si il existe un type τ tel que s ¹ τ et τ ¹E,E′ = ⊥ alors s¹E,E′ = ⊥. ¦
Preuve. Si τ ¹E,E′ = ⊥ alors
⊔VE,E′(τ) = ⊥. Or, comme s ¹ τ , par le lemme 7.3.5, VE,E′(s) ⊆
VE,E′(τ). Finalement, s¹E,E′ =
⊔VE,E′(s) = ⊔VE,E′(τ) = ⊥. ¤
Sinon, si pour toute instance rigide τ de la forme s, le symbole de teˆte ne pose pas de proble`me
d’ambigu¨ıte´ et peut eˆtre maintenu alors l’e´lagage doit se faire sur les sous-termes de la structure de
la forme. Une subtilite´ empeˆche cependant d’effectuer une re´cursion imme´diate.
En effet, si on cherche a` calculer la forme s = γ.γ → γ ¹E,E′ , pour E ≡ E′ ≡ true, on sait
que la forme s ne doit pas eˆtre e´lague´e en teˆte. Il ne faut pas encore conclure pour autant que
γ.γ → γ ¹E,E′ = (γ.γ ¹E,E′) → (γ.γ ¹E,E′) = γγ′.γ → γ′ car on perdrait le partage entre le type
d’entre´e et le type de sortie de cette fonction.
Empeˆcher le de´partage n’est pas non plus concevable puisque si on prend E ≡ true et E′ ≡ α×α =
δ∧β×β = ρ, alors le calcul de γ.(γ × α)→ (β × γ)¹E,E′vaudrait γ.(γ × α¹E,E′ → β × γ ¹E,E′), c’est-
a`-dire γ.(γ × α¹E,E′ → β × γ ¹E,E′), ce qui est faux puisque cette forme doit eˆtre e´lague´e en ⊥ → ⊥.
Dans cet exemple, pour eˆtre correct, il faut calculer γ.(γ × α)¹E,E′ = ⊥ puis γ.(γ × α)¹E,E′ =
⊥ et en de´duire que la forme recherche´e est ⊥ → ⊥. Dans le cas du premier exemple, on calcule
γ.γ ¹E,E′ = γ.γ et lorsque l’on remonte sur la fle`che, il faut remarquer que les variables flexibles sont
inchange´es et les repartager entre le type d’entre´e et le type de sortie.
On notem le nombre de nœuds alloue´s et n le nombre de nœuds de la repre´sentation de s. Durant la
descente a` travers la forme s, on doit se poser la question de l’unification du sous-terme qu’on examine
avec l’un des nœuds alloue´s. La complexite´ de l’unification du premier ordre est line´aire (Martelli &
Montanari, 1982) en le nombre de nœuds de ce sous-arbre et on doit donc explorer m unifications
possibles en pire cas. En pire cas, on doit aussi supposer que toutes ces unifications e´chouent et que
l’algorithme poursuit son parcours a` travers tous les sous-termes, reproduisant ces unifications avec
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let rec trim type E γ τ =
match τ with
| γ → (∅, γ)
| α → if ∆(α̂) 6= E then ⊥ else (∅, α)
| (τ1 → τ2)→
if ∃u.γ.τ ¹ T (u),∆(u) 6= E then
⊥
else
let (γ1, τ1) = trim type E γ τ1 in
let (γ2, τ2) = trim type E γ τ2 in
(γ1γ2, τ1 → τ2)
| ε (τ1 . . . τn)→
if ∃u ∈ G.γ.τ ¹ T (u),∆(u) 6= E then
⊥
else
let (γ1, τ1) = trim type E γ τ1 in
. . .
let (γn, τn) = trim type E γ τn in
(γ1 . . . γn, ε τ 1 . . . τn)
let trim E γ.τ =
let (γ′, τ) = trim type E γ τ in
γγ′.τ
Fig. 7.4: Fonction d’e´lagage de la forme γ.τ par rapport aux syste`mes d’e´quations E et E ∧ E′.
les nœuds sur des sous-termes plus petits. Plus formellement, si le nombre d’ope´rations effectue´es par
la fonction trim est note´e T (n) alors on a :
T (|u|) = mΘ(|u|) +
∑
v∈δ(u)
T (|v|)
Or, |u| = 1 +∑v∈δ(u) |v| donc on peut reformuler cette e´quation ainsi :
T (n) = mΘ(n) +
k∑
i=1
ni
pour n = 1 +
∑k
i=1 ni
Lemme 7.3.14 (Complexite´ de la fonction trim dans le pire cas)
La complexite´ en pire cas du nombre d’ope´rations T (n) de la fonction trim est O(mn2) ou` m est la
taille du graphe G, n celle de la forme s. ¦
Preuve. Montrons par re´currence sur n qu’il existe une constante positive c telle que T (n) ¹ mcn2.
. Cas  n = 0 . Imme´diat.
. Cas  n > 0 . L’e´quation de re´currence dans le cas le pire s’e´crit :
T (n) = mΘ(n) + max
n=1+
∑k
i=1 ni
k∑
i=1
T (ni)
Par hypothe`se d’induction, on obtient :
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Fig. 7.5: Exe´cution de la fonction trim sur la forme ε α avec E ≡ ε3 α = α et E′ ≡ ε2 α = α.
T (n) ¹ mΘ(n) + max
n=1+
∑k
i=1 ni
k∑
i=1
mcn2i
La fonction (n1, . . . , nk) 7→
∑k
i=1 n
2
i atteint son maximum sur les bornes de´finies par l’e´quation
n = 1 +
∑k
i=1 n
2
i au point (n− 1, 0, . . . , 0) par exemple. On en de´duit :
T (n) ¹ m (Θ(n) + c (n− 1)2)
donc
T (n) ¹ mcn2 ¤
I Exemples d’e´lagage On donne maintenant quelques exemples d’exe´cution de la fonction trim.
Ces exemples sont donne´s de manie`re graphique. On illustre d’une part les repre´sentations graphiques
des syste`mes d’e´quations : les classes d’e´quivalence du syste`me E sont entoure´es par un trait fin, les
classes d’e´quivalence du syste`me E′ sont entoure´es par un trait en gras. On repre´sente d’autre part
l’entre´e et la sortie de l’exe´cution de l’e´lagage. Cette dernie`re est repre´sente´e par la fle`che horizontale.
Enfin, lorsqu’un nœud de la forme qu’on e´lague s’unifie avec un nœud du graphe, on le signifie a` l’aide
d’une fle`che double.
La figure 7.5 montre le calcul de ε α ¹ε3 α=α,ε2 α=α. La conjonction des deux syste`mes implique
par congruence que ε α = α. De`s lors, les types ε3 α, ε2 α, ε2 α et α sont e´gaux sous E ∧ E′. Dans
le syste`me E par contre, ε2 α 6= α donc sa classe d’e´quivalence a change´ ce qui explique l’e´lagage a`
la racine de la forme ε α. Ce premier exemple montre que notre algorithme fonctionne aussi sur les
syste`mes d’e´quations cycliques. La non-cyclicite´ est une hypothe`se lie´e a` la normalisation uniquement.
La figure 7.6 montre le calcul de α× β ¹α×β=δ,α=ω. Dans cet exemple, il n’est pas ne´cessaire
d’e´laguer la forme a` la racine puisque L α × β Mα×β=δ∧α=ω ⊆ L γ.γ × β Mα×β . Le sous-terme α doit
eˆtre e´lague´ puisque lorsque l’e´quation α = ω n’est plus valable, le choix de repre´senter la classe
d’e´quivalence par α plutoˆt que ω est proble´matique. L’algorithme prend sa de´cision en remarquant
que le nœud racine du terme α × β dans le graphe n’a pas e´te´ marque´ par le nouveau syste`me
d’e´quations, contrairement au nœud α.
La figure 7.7 illustre le calcul de γ.γ × γ ¹true,δ=α×β . Cette forme ne s’unifie pas avec l’un des types
rigides repre´sente´s dans le graphe donc aucun e´lagage n’est ne´cessaire.
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Fig. 7.6: Exe´cution de la fonction trim sur la forme α× β avec E ≡ α× β = δ et E′ ≡ α = ω.
Fig. 7.7: Exe´cution de la fonction trim sur la forme γ.γ × γ avec E ≡ true et E′ ≡ α× β = δ.
Dans l’exemple de la figure 7.8, on calcule γγ′.γ × γ′ ¹true,δ=α×β . Ici, la forme γγ′.γ × γ′ s’unifie
avec α× β et doit donc eˆtre e´lague´e.
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Fig. 7.8: Exe´cution de la fonction trim sur la forme γγ′.γ × γ′ avec E ≡ true et E′ ≡ α× β = δ.
CHAPITRE HUIT
Deux algorithmes d’infe´rence locale
L’ensemble des outils de´veloppe´s dans le chapitre 7 fournit des blocs e´le´mentaires sur lesquels peut
s’appuyer un algorithme d’infe´rence locale (ou d’infe´rence de formes) agissant en amont de MLGX
dans un syste`me d’infe´rence de types stratifie´e. En re´alite´, on peut classifier ces algorithmes en fonction
de la manie`re dont l’information de type est propage´e a` travers l’arbre de syntaxe. Dans la section 8.1,
nous de´crivons un tel algorithme d’infe´rence locale, que nous appelons Wob. Il est conc¸u pour calquer
le fonctionnement du syste`me  wobbly types  de Simon Peyton Jones et al. (2004). Ensuite, nous
de´crivons un algorithme plus pre´cis dans la section 8.2. Chacun de ces algorithmes a une complexite´
line´aire sous l’hypothe`se que toutes les formes s et le syste`me d’e´quation E sont de taille borne´e.
8.1 E´laboration bi-directionnelle du syste`me Wob
8.1.1 Pre´sentation informelle
Suivant le me´canisme introduit par Benjamin Pierce (Pierce & Turner, 2000) et repris par Simon
Peyton Jones et al. pour l’ajout des GADT et du polymorphisme d’ordre supe´rieur (Vytiniotis et al ,
2005) a` l’infe´rence de types de GHC, Wob est bidirectionnel : il agit soit en mode  infe´rence , soit
en mode  ve´rification . Un jugement en mode infe´rence prend la forme
E,Γ ` t ⇑ sÃ t′
Ses entre´es sont le syste`me d’e´quation E, l’environnement Γ, qui associe des formes aux variables, et
le terme t. Ses sorties sont la forme infe´re´e s et le terme transforme´ t′.
Un jugement en mode  ve´rification  prend la forme
E,Γ ` t ⇓ sÃ t′
Ses entre´es et sorties sont analogues au jugement pre´ce´dent excepte´ la forme s qui est maintenant une
entre´e, la forme attendue pour le terme t. La de´finition du syste`me se trouve dans les figures 8.1 et
8.2.
Dans les deux modes, un invariant est maintenu : la forme s est normalise´e par rapport a` E.
Comme on l’a explique´ dans la section 7.2, normaliser les formes est ne´cessaire pour e´viter les erreurs
d’unification  beˆtes  dues a` une prise en compte partielle du syste`me d’e´quations E. Quand nous
e´crivons s1 unionsq s2, nous nous assurons que les formes s1 et s2 sont toutes les deux normalise´es. Quand
nous e´crivons D(s) ou C(s), nous nous assurons aussi que s est normalise´e. Les formes qui apparaissent
dans Γ ne sont pas ne´cessairement normalise´es.
En ge´ne´ral, le terme transforme´ t′ est identique au terme t mais ou`
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(i) toutes les annotations explicites sont normalise´es,
(ii) de nouvelles annotations de type sont ajoute´es sur les analyses par cas et
(iii) des coercions sont inse´re´es lorsque l’on utilise des variables et sur certaines branches de pattern
matching. La normalisation peut eˆtre vue comme une heuristique qui augmente la probabilite´
du terme transforme´ a` eˆtre bien type´ dans MLGX.
Nous supprimons la construction µ(x : ∃γ.∀α.τ).t et la remplac¸ons par une nouvelle construction
µ?(x : ∃γ.∀α.τ).t, qui est identique, excepte´ que les variables de type α sont lie´es non seulement dans
le type τ mais aussi dans le terme t. Cette nouvelle construction peut aussi eˆtre vue comme un sucre
syntaxique pour µ(x : ∃γ.∀α.τ).∀α.t. Nous exploitons cette formulation dans les re`gles Fix-⇑ et Fix-⇓,
explique´es dans la section suivante.
Nous interdisons les coercions explicites dans les termes du langage de surface parce qu’elles n’ap-
portent pas plus de pouvoir d’expression que les annotations de type du point de vue de l’infe´rence
stratifie´e. En effet, pour que ∃γ.(τ1 . τ2) soit une coercion valide, il faut que E |= ∀γ.τ1 = τ2 soit valide,
ce que implique une e´galite´ entre les normalisations des types τ1 et τ2. CommeWob normalise toutes les
annotations de type e´crites par le programmeur, une coercion de type de´ge´ne`rerait en une annotation
de type simple dans le terme transforme´. Dans le langage de surface, il n’y a donc aucune diffe´rence
entre une coercion de la forme (t : ∃γ.(τ1 . τ2)) et une annotation de type (t : γ.(τ1 ºE unionsq τ2 ºE )).
8.1.2 Formalisation
L’infe´rence de formes pour le syste`me Wob est de´finie par l’ensemble des re`gles des figures 8.1
et 8.2 (les deux parties correspondent juste a` un partitionnement pour la mise en page). Ses re`gles
s’appuient sur les notations suivantes :
Notation 8.1.1
(t ↓E γ.τ) est un sucre syntaxique pour (t : ∃γ.(τ . τ ºE )), en supposant γ# ftv (E). ¦
Notation 8.1.2
(t ↑E γ.τ) est un sucre syntaxique pour (t : ∃γ.(τ ºE . τ)), en supposant γ# ftv (E). ¦
Elles correspondent a` l’insertion d’une coercion pour normaliser la forme d’un terme ou pour
transformer la forme normalise´e d’un terme en un repre´sentant particulier de sa classe d’e´quivalence
modulo le syste`me d’e´quations E.
On peut maintenant expliquer chaque re`gle.
I Var La re`gle Var-⇑ cherche la forme s associe´e a` x dans l’environnement. Elle produit une forme
infe´re´e sºE qui ve´rifie donc l’invariant forc¸ant toutes les formes infe´re´es a` eˆtre normalise´es par rapport
a` E. Cette e´tape de normalisation correspond a` une conversion de type : le type de x, une instance de
s, est transforme´ en une instance de sºE . Pour informer MLGX de ce changement de type, ceci doit
eˆtre refle´te´ dans le terme transforme´ par l’insertion d’une coercion explicite. La re`gle produit donc le
terme (x ↓E s). En somme, ce terme signifie que, pour certaines valeurs des variables de type flexibles
γ qui seront infe´re´es par MLGX, le type τ est converti en le type τ ºE . La re`gle Var-⇓ est analogue. La
forme attendue s′ est ignore´e. Nous verrons dans la conclusion de cette the`se que cette forme pourrait
contribuer a` l’infe´rence de l’environnement si celui-ci e´tait une sortie de notre algorithme.
I Lam La re`gle Lam-⇑ extrait l’annotation de type explicite θ qui de´core x et la remplace par θ ºE
dans le terme transforme´. De meˆme, l’environnement de forme Γ est e´tendu avec l’association x : θ ºE ,
et la forme infe´re´e pour la fonction est θ ºE → s si la forme infe´re´e pour le terme t est s. La re`gle
Lam-⇓ est analogue mais combine la forme attendue s avec l’information contenue dans l’annotation
de type. Par exemple, si s est γ.γ → γ et θ est int alors la combinaison engendre´e s′ est int → int ,
donc x : int est ajoute´ a` l’environnement et le terme t est traite´ avec la forme attendue int .
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Var-⇑
(x : s) ∈ Γ
E,Γ ` x ⇑ sºE Ã (x ↓E s)
Var-⇓
(x : s) ∈ Γ
E,Γ ` x ⇓ s′ Ã (x ↓E s)
Lam-⇑
E,Γ;x : θ ºE ` t ⇑ sÃ t′
E,Γ ` λ(x : θ).t ⇑ (θ ºE → s)Ã λ(x : θ ºE ).t′
Lam-⇓
s′ = s unionsq (θ ºE → ⊥)
E,Γ;x : D(s′) ` t ⇓ C(s′)Ã t′
E,Γ ` λ(x : θ).t ⇓ sÃ λ(x : θ ºE ).t′
App-⇑
E,Γ ` t1 ⇑ sÃ t′1
E,Γ ` t2 ⇓ D(s)Ã t′2
E,Γ ` t1 (t2) ⇑ C(s)Ã t′1 (t′2)
App-⇓
E,Γ ` t1 ⇑ s1 Ã t′1
E,Γ ` t2 ⇓ D(s1 unionsq (⊥ → s))Ã t′2
E,Γ ` t1 (t2) ⇓ sÃ t′1 (t′2)
Let-m
E,Γ ` t1 ⇑ s1 Ã t′1
E,Γ;x : s1 ` t2 m s2 Ã t′2
E,Γ ` letx = t1 in t2 m s2 Ã letx = t′1 in t′2
Fix-⇑
α# ftv (E,Γ)
E,Γ;x : γα.τ ºE ` t ⇓ γ.τ ºE Ã t′
E,Γ ` µ?(x : ∃γ.∀α.τ).t ⇑ γα.τ ºE Ã µ?(x : ∃γ.∀α.τ ºE ).t′
Fix-⇓
α# ftv (E,Γ, s)
E,Γ;x : (γα.τ ºE unionsq s) ` t ⇓ (γ.τ ºE unionsq s)Ã t′
E,Γ ` µ?(x : ∃γ.∀α.τ).t ⇓ sÃ µ?(x : ∃γ.∀α.τ ºE ).t′
Fig. 8.1: L’infe´rence de formes pour le syste`me Wob, partie I.
I App Tout comme Simon Peyton Jones et al., les re`gles App-⇑ et App-⇓ infe`rent toutes deux la
forme de la fonction et utilisent cette information pour ve´rifier la forme de l’argument. Dans la re`gle
App-⇓, la forme de l’argument s1 est combine´e a` la forme ⊥ → s, refle´tant le fait que la forme de
l’application est connue. Comme le fait remarquer Simon Peyton Jones et al. (2004, Section 4.6), ces
re`gles ne sont pas tre`s  subtiles  : la forme infe´re´e pour id (x), ou` id a la forme γ.γ → γ et x a
la forme int est ⊥. En effet, comme la variable x est examine´e en mode ve´rification, la forme int est
ignore´e. L’algorithme qui nous pre´senterons dans la section 8.2 est conc¸u pour reme´dier a` ce proble`me.
I Let La re`gle Let-m est imme´diate. La me´ta-variable m signifie ⇑ ou bien ⇓. Aucune ge´ne´ralisation
dans le style de Hindley-Milner n’est ne´cessaire ici car il n’y a rien a` ge´ne´raliser : les seules variables
de type libres dans une forme sont des variables rigides.
I Fix La re`gle Fix-⇑ exploite l’annotation de type attache´e a` la construction µ? pour examiner le
terme t en mode ve´rification. La subtilite´, c’est que l’annotation de type polymorphe ∃γ.∀α.τ est
transforme´e en deux formes diffe´rentes. La forme infe´re´e pour la construction dans son ensemble est
(la forme normalise´e de) γα.τ , une forme ou` les variables de type α sont lie´es. Cette forme est aussi
associe´e a` la variable x dans l’environnement de fac¸on a` ce que x puisse eˆtre utilise´e a` diffe´rents types
a` l’inte´rieur de sa propre de´finition (autrement dit, il s’agit d’une re´cursion polymorphe). Cependant,
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Cstr-⇑
K :: s ∀i E,Γ ` ti ⇑ si Ã t′i
E,Γ ` K (t1 . . . tn) ⇑ C(s unionsq (s1 × . . .× sn → ⊥))Ã K (t′1 . . . t′n)
Cstr-⇓
K :: s ∀i E,Γ ` ti ⇓ Di(s unionsq (⊥× . . .×⊥ → s′))Ã t′i
E,Γ ` K (t1 . . . tn) ⇓ s′ Ã K (t′1 . . . t′n)
Case-⇑
E,Γ ` t ⇑ s′ Ã t′ ∀i E,Γ ` (pi : s′).ti ⇑ si Ã pi.t′i
E,Γ ` match twith p1.t1 . . . pn.tn ⇑ unionsqisi Ã match (t′ : s′)with p1.t′1 . . . pn.t′n
Case-⇓
E,Γ ` t ⇑ s′ Ã t′ ∀i E,Γ ` (pi : s′).ti ⇓ sÃ pi.t′i
E,Γ ` match twith p1.t1 . . . pn.tn ⇓ sÃ match (t′ : s′)with p1.t′1 . . . pn.t′n
Forall-⇑
α# ftv (E,Γ)
E,Γ ` t ⇑ sÃ t′
E,Γ ` ∀α.t ⇑ α.sÃ ∀α.t′
Forall-⇓
α# ftv (E,Γ, s)
E,Γ ` t ⇓ sÃ t′
E,Γ ` ∀α.t ⇓ sÃ ∀α.t′
Annot-⇑
E,Γ ` t ⇓ θ ºE Ã t′
E,Γ ` (t : θ) ⇑ θ ºE Ã (t′ : θ ºE )
Annot-⇓
E,Γ ` t ⇓ (θ ºE unionsq s)Ã t′
E,Γ ` (t : θ) ⇓ sÃ (t′ : θ ºE )
Clause-⇑
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ′) E ∧ E′,Γ(γ.Γ′) ` t ⇑ sÃ t′
β# ftv (E,Γ, s¹E,E′) γ# ftv (E,Γ, τ2, t)
E,Γ ` (p : γ.ε τ1 τ2).t ⇑ s¹E,E′ Ã p.t′
Clause-⇓
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ′) E ∧ E′,Γ(γ.Γ′) ` t ⇓ sºE∧E′ Ã t′
β# ftv (E,Γ, s) γ# ftv (E,Γ, τ2, t, s)
E,Γ ` (p : γ.ε τ1 τ2).t ⇓ sÃ p.(t′ ↑E∧E′ s)
Fig. 8.2: L’infe´rence de formes pour le syste`me Wob, partie II.
la forme attendue pour le terme t est plus pre´cise : c’est (la forme normalise´e de) γ.τ , une forme ou`
les variables de type α sont expose´es. La convention introduite par µ? qui lie de´sormais les variables
de type rigides α a` l’inte´rieur du terme t permet de donner du sens cette re`gle. La re`gle Fix-⇓ est
similaire mais combine l’annotation de type de la forme attendue s.
I Cstr Les applications des constructeurs de donne´es pourraient eˆtre traite´es comme des applications
quelconques. Cependant, la re`gle Cstr-⇑ adopte une approche diffe´rente qui rappelle l’ application
intelligente  de Simon Peyton Jones et al. (la re`gle Appn (2004, section 4.6)). Les arguments sont
examine´s en mode infe´rence – et non en mode ve´rification – pour engendrer des formes s1, . . . , sn.
Le sche´ma de type du constructeur de donne´es, vu comme une forme s est alors unifie´ avec la forme
s1 × . . .× sn → ⊥. On obtient alors une instance adapte´e de s dont le codomaine est la forme infe´re´e
de´sire´e. Par exemple, si on suppose que Some a le sche´ma de type ∀α.α → option α et la variable x
a la forme int , cette re`gle permet d’infe´rer que Some x a la forme option int . La re`gle Cstr-⇓ est
analogue a` la re`gle App-⇓. L’ope´rateur de forme Di(·) extrait la i-e`me composante du domaine de son
argument : sa de´finition est analogue a` celle de D(·).
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I Forall Dans la re`gle Forall-⇑, les variables de type rigides α peuvent apparaˆıtre libres dans la
forme s pour qu’elles puissent eˆtre abstraites dans la forme infere´e α.s. Dans la re`gle Forall-⇓,
la forme attendue s peut faire intervenir des variables de type quantifie´es γ mais nous ne pouvons
pas deviner comment elles co¨ıncident avec les variables de type universellement quantifie´es α. Par
conse´quent, la seule chose que nous pouvons faire est de passer s inchange´e. Par exemple, quand nous
confrontons le terme ∀αβ.λ(x : α).λ(y : β).x a` la forme s = γ1γ2.γ1 → γ2 → γ1, nous ne pouvons pas
deviner que les variables de type γ1 et γ2 dans la forme attendue co¨ıncident avec respectivement α
et β dans le source sans avoir observe´ λ(x : α).λ(y : β).x. Au final, nous ve´rifions aussi le sous-terme
λ(x : α).λ(y : β).x a` l’aide de la forme s. C’est assez pre´cis puisque, dans ce cas, graˆce a` la re`gle Lam-⇓,
nous sommes capables de retrouver l’information manquante et ve´rifier en dernier lieu la correspon-
dance entre la dernie`re occurrence de la variable x et la forme α. Ce proble`me de correspondance et
les faiblesses qui en re´sultent sont les raisons pour lesquelles nous combinons µ et ∀ dans µ? : cette
astuce permet de pallier a` ce proble`me.
I Annot Les re`gles Annot-⇑ et Annot-⇓ n’utilisent pas d’ide´es supple´mentaires. L’annotation
de type θ est normalise´e dans le terme transforme´. Le sous-terme t est toujours examine´ en mode
ve´rification.
I Case Les re`gles Case-⇑ et Case-⇓ sont imme´diates. Le terme t est toujours examine´ en mode
infe´rence ce qui construit une forme s′. Cette forme est passe´e a` la re`gle Clause-⇑ et Clause-⇓ ou`
elle est exploite´e pour de´terminer quelles sont les nouvelles e´quations dont on peut tenir compte.
I Clause Les re`gles Clause-⇑ et Clause-⇓ sont tre`s similaires a` la re`gle Clause de MLGX. Nous
introduisons ne´anmoins une importante restriction. La nouvelle condition γ# ftv (τ2) oblige la forme
(infe´re´e) du terme analyse´ a` eˆtre totalement explicite sur la partie concernant les parame`tres ge´ne´ra-
lise´s : ils ne peuvent pas contenir de variables de type flexibles. Comme nous l’avons explique´ dans
le chapitre 4, on acquiert ainsi une connaissance totale de E. Si la condition n’est pas remplie, le
programme est rejete´.
La premie`re pre´misse des re`gles Clause-⇑ et Clause-⇓ confronte le motif p a` la forme du terme
analyse´ pour obtenir de nouvelles variables de type rigides β, de nouvelles e´quations E′ et un nouvel
environnement de typage Γ′. Les variables flexibles γ peuvent eˆtre libres dans Γ′ donc nous devons les
abstraire, point a` point, pour produit un nouvel environnement de forme γ.Γ′.
La seconde pre´misse des re`gles Clause-⇑ et Clause-⇓ examine le sous-terme t. Les deux re`gles
ont des formulations qui diffe`rent de manie`re subtile.
Dans la re`gle Clause-⇓, la forme infe´re´e s est normalise´e par rapport a` E ∧ E′ de manie`re a`
maintenir l’invariant que la forme attendue est normalise´e par rapport a` la version courante du syste`me
d’e´quations. Comme pour les re`gles Var-⇑ et Var-⇓, cette e´tape de normalisation correspond a` une
conversion de type : de l’exte´rieur, le type de la branche est une instance de s mais de l’inte´rieur, c’est
une instance de sºE∧E′ . Une fois de plus, ceci est refle´te´ par l’insertion d’une coercion explicite de
type.
Dans la re`gle Clause-⇑ aucune coercion n’est inse´re´e car aucune forme attendue n’est fournie,
donc aucune normalisation n’est ne´cessaire.
Au contraire, la forme s infe´re´e pour le terme t est e´lague´e pour produire une forme infe´re´e s¹E,E′
pour la clause. La ne´cessite´ de l’e´lagage a e´te´ discute´e plus toˆt (voir la section 7.3).
En deux mots, retourner s pourrait eˆtre incorrecte : elle pourrait eˆtre le repre´sentant d’une classe
d’e´quivalence de formes valide dans E ∧ E′ mais pas dans E.
Les formes (e´lague´es) si renvoye´e par les re`gles Clause-⇑ pour chaque branche sont unifie´es dans
Case-⇑, ce qui engendre une forme unionsqisi.
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8.1.3 Correction du syste`me Wob
Les diffe´rences principales entre l’algorithme original de Simon Peyton Jones et al. et notre syste`me
Wob sont
(i) notre utilisation de l’unification pour propager les annotations de type, pre´sente dans l’ope´-
rateur de  plus petite borne infe´rieure  sur les formes, qui rend notre algorithme plus pre´cis
(l’unification est aussi pre´sente dans la re`gle Appn de Simon Peyton Jones et al.) ;
(ii) notre insistance sur la connaissance comple`te des e´quations qui apparaissent sur les pattern
matching et notre utilisation de l’e´lagage.
Tout programme bien type´ de MLGI peut eˆtre transforme´ en un programme bien-type´ par rapport
a` la combinaison du syste`me Wob et de MLGX en rajoutant suffissament d’annotations de type. Ceci
est prouve´ par le the´ore`me 6.3.2 de comple´tude avec assistance de MLGX.
Pour montrer le the´ore`me de correction du syste`me Wob qui va suivre, quelques lemmes sont
ne´cessaires. Il s’agit d’abord de montrer que la normalisation des formes infe´re´es est un invariant de
l’algorithme d’infe´rence locale.
Lemme 8.1.1
Si E,Γ ` t ⇑ sÃ t′ alors s est normalise´e par rapport a` E. ¦
Preuve. Par induction sur les de´rivations de E,Γ ` t ⇑ s Ã t. On discrimine sur la dernie`re re`gle
applique´e pour produire le jugement.
. Cas  Var-⇑, Fix-⇑, Annot-⇑ . On normalise la forme infe´re´e donc la conclusion est triviale.
. Cas  Lam-⇑ . La conclusion est de la forme E,Γ ` λ(x : θ).t ⇑ (θ ºE → s)Ã λ(x : θ ºE ).t′
et l’hypothe`se E,Γ;x : θ ºE ` t ⇑ s Ã t′. Par induction, s est normalise´e par rapport au syste`me
d’e´quations E donc la forme produite θ ºE → s l’est aussi par application du lemme 7.2.8.
. Cas  App-⇑  La conclusion de la re`gle est E,Γ ` t1 (t2) ⇑ C(s)Ã t′1 (t′2) avec pour hypo-
the`se E,Γ ` t1 ⇑ sÃ t′1E,Γ ` t2 ⇓ D(s)Ã t′2. Par induction, s est normalise´e par rapport au syste`me
d’e´quation E donc C(s) l’est aussi par application du lemme 7.2.8.
. Cas  Cstr-⇑ . L’hypothe`se d’induction applique´e aux arguments permet d’affirmer qu’on
infe`re des formes normalise´es. La normalisation est pre´serve´e par C(•), l’application de constructeurs
de type et l’union entre les formes comme l’affirme le lemme 7.2.8.
. Cas  Case-⇑ . Meˆme argument car on infe`re l’union des formes infe´re´es pour les branches qui
sont, par induction, normalise´es et l’union pre´serve la normalisation par le lemme 7.2.8
. Cas  Let-⇑, Forall-⇑, Coerce-⇑ . Clair par l’hypothe`se d’induction applique´e au sous-
terme dont on renvoie la forme infe´re´e.
. Cas  Clause-⇑ . La conclusion de la re`gle est E,Γ ` (p : γ.ε τ1 τ2).t ⇑ s¹E,E′ Ã p.t′ et parmi
ses hypothe`ses, on trouve E ∧ E′,Γ(γ.Γ′) ` t ⇑ s Ã t′. Par induction, la forme s est normalise´e par
rapport a` E ∧ E′. D’apre`s le lemme 7.3.8, cela implique s¹E,E′ est normalise´e par rapport a` E. ¤
Vient maintenant la formalisation de la notion de connaissance totale des e´quations qu’on obtient
en forc¸ant les parame`tres ge´ne´ralise´s des annotations de types sur les matchs a` eˆtre rigides. Dans
l’e´nonce´ suivant, cette proprie´te´ est e´crite γ# τ ′2.
Lemme 8.1.2
Si p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ), E |= γ.ε τ1′ τ2′ ¹ ε τ1 τ2, γ# τ ′2 et p : ε τ1′ τ2′ ` (β,E′′,Γ′) alors E ∧ E′ ≡
E ∧ E′′ et E |= Γ′ ¹ Γ. ¦
Preuve. On suppose que p ≡ K β x1 . . . xn etK : ∀αβ.τ1 × . . .× τn → ε α τ . En inversant l’hypothe`se
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ), on a
K ¹ ∀β.τ ′1 × . . .× τ ′n → ε τ1 τ
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et β# ftv (τ1, τ2) avec E′ ≡ τ2 = τ et Γ ≡ (x1 : τ ′1, . . . , xn : τ ′n). En inversant p : ε τ1′ τ2′ ` (β,E′′,Γ′),
on a
K ¹ ∀β.τ ′′1 × . . .× τ ′′n → ε τ ′1 τ
et β# ftv (τ ′1, τ
′
2) avec E′ ≡ τ ′2 = τ et Γ ≡ (x1 : τ ′′1 , . . . , xn : τ ′′n ).
Il existe une substitution φ ≡ [α 7→ τ1] (respectivement φ′ ≡ [α 7→ τ ′1]) telle que pour tout
i ∈ 1 . . . n, φ(τi) = τ ′i (respectivement φ′(τi) = τ ′′i ). L’hypothe`se E |= γ.ε τ1′ τ2′ ¹ ε τ1 τ2 nous donne
donc pour tout i ∈ 1 . . . n, γ.τ ′′i = γ.φ′(τi) d’ou`
E |= γ.φ′(τi) ¹ φ(τi)
Ce dernier jugement se re´e´crit E |= γ.τ ′′i ¹ τ ′i . On a donc Γ′ ¹ Γ′′.
Comme γ# τ ′2, les types τ
′
2 sont rigides. On a donc E |= τ ′2 = τ2. Les e´quations τ = τ2 et τ = τ ′2
sont donc e´quivalentes sous E par transitivite´ de l’e´galite´ modulo E. ¤
Sans surprise, on ne change pas le comportement de l’algorithme d’infe´rence locale en remplac¸ant
le syste`me d’e´quations par un syste`me d’e´quations se´mantiquement e´quivalent.
Lemme 8.1.3
Si E ≡ E′ et E,Γ ` t ⇑ sÃ t′ alors E′,Γ ` t ⇑ sÃ t′. ¦
Preuve. Le syste`me d’e´quations n’intervient que pour effectuer des normalisations. Or, d’apre`s le
lemme 7.2.5, on sait que sºE = sºE′ si E ≡ E′. Par induction sur les jugements de la forme E,Γ `
t ⇑ sÃ t′, il suffit donc de remplacer chaque E par E′ pour obtenir une de´rivation valide du jugement
E′,Γ ` t ⇑ sÃ t′. ¤
Lemme 8.1.4
Si E ≡ E′ et E,Γ ` t ⇓ sÃ t′ alors E′,Γ ` t ⇓ sÃ t′. ¦
Preuve. Meˆme preuve que le lemme 8.1.3. ¤
Nous donnons maintenant un e´nonce´ formel de la correction de Wob. L’e´nonce´ suppose l’existence
d’une de´rivation du jugement E,Γ ` t : σ dans MLGI. Naturellement, en pratique, cette de´rivation
n’est pas connue : elle existe uniquement dans l’esprit du programmeur. Ici, elle est utilise´e comme un
oracle : l’affirmation qu’une forme s est une approximation correcte du type ve´ritable de t est encode´e
par l’e´nonce´ E |= s ¹ σ. L’hypothe`se que l’algorithme d’infe´rence de formes est initialement alimente´
par des formes correctes est encode´ par l’e´nonce´ E |= Γ′ ¹ Γ ou` Γ′ est l’environnement de forme
initial fourni a` l’algorithme. L’affirmation que les annotations et les coercions inse´re´es par l’algorithme
sont correctes est encode´e par le fait que le terme t′ a encore le type σ dans MLGI. (Ce dernier point
n’implique pas que t′ soit bien type´ dans MLGX.) Par conse´quent, le point 1 du the´ore`me 8.1.5 qui
va suivre peut eˆtre lu :
Si le syste`me Wob est e´value´ en mode infe´rence et sous des hypothe`ses correctes, alors il
produit une forme correcte et inse`re des annotations et des coercions correctes.
Le point 2 affirme une proprie´te´ similaire sur le mode infe´rence.
Nous pouvons enfin e´noncer le the´ore`me de correction du syste`me Wob tel que nous l’avons de´crit
plus haut.
The´ore`me 8.1.5 (Correction du syste`me Wob)
Soit E,Γ ` t : σ valide dans MLGI. Supposons E |= Γ′ ¹ Γ. Alors,
1. Si E,Γ′ ` t ⇑ s Ã t′ est valide dans Wob, alors E |= s ¹ σ et E,Γ ` t′ : σ est valide dans
MLGI.
2. Si E,Γ′ ` t ⇓ s Ã t′ est valide dans Wob, E |= s ¹ σ, et s est normalise´e par rapport a` E,
alors E,Γ ` t′ : σ est valide MLGI. ¦
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Le corollaire utilise´ sur les programmes clos s’e´crit :
Corollaire 8.1.1
Soit E,Γ ` t : σ valide dans MLGI. Supposons E |= Γ′ ¹ Γ. Alors,
1. Si E,Γ′ ` t ⇑ s Ã t′ est valide dans Wob, alors E |= s ¹ σ et E,Γ ` t′ : σ est valide dans
MLGI.
2. Si E,Γ′ ` t ⇓ s Ã t′ est valide dans Wob, E |= s ¹ σ, et s est normalise´e par rapport a` E,
alors E,Γ ` t′ : σ est valide MLGI. ¦
Preuve. Par induction sur les de´rivations dans MLGI.
. Cas  E ≡ false . En mode infe´rence, la conclusion est false,Γ′ ` t ⇑ ⊥ Ã t′. Les jugements
E,Γ ` t : σ et E |= ⊥ ¹ σ sont clairement valides puisqu’on peut de´duire n’importe quel jugement
de typage et n’importe quelle instanciation d’un syste`me d’e´quations e´quivalent a` false. En mode
ve´rification, le jugement E,Γ ` t′ : σ est valide pour les meˆmes raisons.
. Cas  Var . La conclusion de l’infe´rence est
E,Γ′ ` x ⇑ sÃ (x ↓E s) (1)
Sa pre´misse est (x : s) ∈ Γ′ (2). Le jugement de typage est
E,Γ ` x : ∀α.τ (3)
Nous avons aussi le fait que
α#Γ, E (4)
E |= Γ′ ¹ Γ implique E |= s ¹ ∀α.τ . Donc, E |= s ¹ τ . Par le lemme 7.1.8, il existe τ ′ tel que s ¹ τ ′
et
E |= τ = τ ′ (5)
Par la re`gle Inst applique´e au jugement (3), il vient E,Γ ` x : τ . Comme le jugement (5) est valide,
on applique la re`gle Conv et on obtient
E,Γ ` x : τ ′ (6)
Par le lemme 7.2.7, le jugement (↓E s) ¹ (τ ′ . τ ′ ºE ) est valide. Donc, par la re`gle Coerce et par
(6), il vient
E,Γ ` (x ↓E s) : τ ′ ºE
Par (5), par le lemme 7.2.4 et par deux applications de Conv, nous avons
E,Γ ` (x ↓E s) : τ
Par la re`gle Gen et (4), on de´duit
E,Γ ` (x ↓E s) : ∀α.τ
Les meˆmes arguments sont valides pour le mode ve´rification comme le type attendu n’est pas pris en
compte par la re`gle Var-⇓.
. Cas  Forall . Le jugement de type s’e´crit E,Γ ` ∀α.t : ∀α.τ et ses pre´misses sont E,Γ ` t : τ
et
α#E,Γ (1)
La conclusion de l’infe´rence est
E,Γ′ ` ∀α.t ⇑ α.sÃ ∀α.t′ (2)
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et ses pre´misses sont E,Γ′ ` t ⇑ sÃ t′ et α#E,Γ′. Par hypothe`se d’induction,
E,Γ ` t′ : τ (3)
et
E |= s ¹ τ (4)
Par la re`gle Forall applique´e a` (1) et (3), nous avons
E,Γ ` ∀α.t′ : ∀α.τ
(4) implique
E |= α.s ¹ ∀α.τ
Les arguments pour le mode ve´rification sont similaires.
. Cas  Annot . La conclusion du type est E,Γ ` (t : θ) : τ et ses pre´misses sont E,Γ ` t : τ et
θ ¹ τ (1)
La conclusion de l’infe´rence est E,Γ′ ` (t : θ) ⇑ (θ ºE unionsq s) Ã (t′ : θ ºE ) et ses pre´misses sont
E,Γ′ ` t ⇑ sÃ t′. Par hypothe`se d’induction, il vient
E,Γ ` t′ : τ (2)
et
E |= s ¹ τ (3)
Par le lemme 7.2.7, (1) implique
θ ºE ¹ τ ºE (4)
E |= τ ºE = τ (5), (2) et Conv entraine E,Γ ` t′ : τ ºE . Par la re`gle Annot et par (4), ceci conduit
a` E,Γ ` (t′ : θ ºE ) : τ ºE . Par la re`gle Conv et par (5), on a
E,Γ ` (t′ : θ ºE ) : τ
Par (4), par (3) et comme la forme s est normalise´e, θ ºE unionsq s est de´finie et E |= (θ ºE unionsq s) ¹ τ .
En mode ve´rification, la forme s est normalise´e donc (θ ºE unionsq s) est de´finie. Comme E |= s ¹ τ et
(1), E |= (θ ºE unionsq s) ¹ τ . Nous pouvons applique´ l’hypothe`se d’induction et les arguments de typage
sont similaires a` ceux du mode infe´rence.
. Cas  Lam . La conclusion du typage est E,Γ ` λ(x : θ).t : τ1 → τ2 et ses pre´misses sont
E,Γ; (x : τ1) ` t : τ2 et
θ ¹ τ1 (1)
Le jugement d’infe´rence est E,Γ′ ` λ(x : θ).t ⇑ (θ ºE → s) Ã λ(x : θ ºE ).t′ et ses pre´misses sont
E,Γ′; (x : θ) ` t ⇑ sÃ t′. (1) et E |= Γ′ ¹ Γ donne E |= (Γ′; (x : θ ºE )) ¹ (Γ; (x : τ1)). Par hypothe`se
d’induction, nous avons
E,Γ; (x : τ1) ` t′ : τ2 (2)
et
E |= s ¹ τ2 (3)
(1) et le lemme 7.2.7 implique
θ ºE ¹ τ1 ºE (4)
Par la re`gle Lam applique´e a` (2) et (4),
E,Γ ` λ(x : θ ºE ).t′ : τ1 ºE → τ2
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On a
E |= (τ1 ºE → τ2) = (τ1 → τ2)
ce qui permet d’appliquer la re`gle Conv pour obtenir
E,Γ ` λ(x : θ ºE ).t′ : τ1 → τ2
Par (4) et par (3), E |= (θ ºE → s) ¹ (τ1 → τ2).
. Cas  App . La conclusion du typage est E,Γ ` t1 (t2) : τ2 et ses pre´misses sont E,Γ ` t1 :
τ1 → τ2 et E,Γ ` t2 : τ1. La conclusion de l’infe´rence est E,Γ′ ` t1 (t2) ⇑ C(s) Ã t′1 (t′2) et ses
pre´misses sont E,Γ′ ` t1 ⇑ sÃ t′1 et E,Γ′ ` t2 ⇓ D(s)Ã t′2. Par hypothe`se d’induction,
E,Γ ` t′1 : τ1 → τ2 (1)
et
E,Γ ` t′2 : τ1 (2)
Par la re`gle App,
E,Γ ` t′1 (t′2) : τ2
E |= C(s) ¹ τ2 parce que E |= s ¹ τ1 → τ2.
La conclusion du mode ve´rification est E,Γ′ ` t1 (t2) ⇓ s Ã t′1 (t′2) et ses pre´misses sont E,Γ′ `
t1 ⇑ s1 Ã t′1 et E,Γ′ ` t2 ⇓ D((⊥ → s) unionsq s1) Ã t′2. s1 est normalise´e dans le syste`me d’e´quation E.
De`s lors, (⊥ → s) unionsq s1 est de´finie. De plus, E |= s ¹ τ2 et E |= s1 ¹ τ1 → τ2 implique E |= C(s1 unionsq ⊥ →
s) ¹ τ2. Par hypothe`se d’induction sur le jugement de typage du terme t2, nous avons E,Γ ` t′2 : τ1
et la conclusion suit par l’application de la re`gle App.
. Cas  Coerce . La conclusion du typage est E,Γ ` (t : ∃γ.(τ ′1 . τ ′2)) : τ2. Montrons que cela
implique E,Γ ` (t : ∃γ.(τ ′1 ºE unionsq τ ′2 ºE )) : τ2, on pourra ainsi utiliser la cas de la re`gle Annot. Les
pre´misses du typage sont
E,Γ ` t : τ1 (1)
κ ¹ (τ1 . τ2) (2)
et
E |= κ (3)
(2) et (3) donne E |= τ1 = τ2. Ainsi, par (1) et la re`gle Conv,
E,Γ ` t : τ2
On a
E |= τ2 ºE = τ2 (4)
Et donc, une autre application de la re`gle Conv donne
E,Γ ` t : τ2 ºE
Par la re`gle Annot et comme (τ ′1 ºE unionsq τ ′2 ºE ) ¹ τ2 ºE , on a E,Γ ` (t : ∃γ.(τ ′1 ºE unionsq τ ′2 ºE )) : τ2 ºE .
Finalement, par la re`gle Conv et (4),
E,Γ ` (t : ∃γ.(τ ′1 ºE unionsq τ ′2 ºE )) : τ2
. Cas  Let . La conclusion du typage est E,Γ ` letx = t1 in t2 : τ et ses hypothe`ses sont
E,Γ ` t1 : σ et E,Γ; (x : σ) ` t2 : τ . La conclusion de l’infe´rence est E,Γ′ ` letx = t1 in t2 ⇑
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s Ã letx = t′1 in t′2 et ses hypothe`ses sont E,Γ′ ` t1 ⇑ s′ Ã t′1 et E,Γ′; (x : s′) ` t2 ⇑ s Ã t′2. Par
induction sur la de´rivation du terme t1, il vient
E,Γ ` t′1 : σ (1)
et E |= s′ ¹ σ. Ainsi, E |= Γ′; (x : s′) ¹ Γ; (x : σ) est valide. Par induction sur la de´rivation du
terme t2,
E,Γ ` t′2 : τ (2)
et E |= s ¹ τ . Par la re`gle Let,
E,Γ ` letx = t′1 in t′2 : τ
La caracte´risation de la forme s a e´te´ donne´ par l’induction sur la de´rivation du terme t2. Le mode
ve´rification se traite de manie`re similaire.
. Cas  Fix-? . Notons ς ≡ ∃γ.∀α.τ . La conclusion du typage est E,Γ ` µ?(x : ς).t : σ et ses
hypothe`ses sont E,Γ; (x : σ) ` t : σ et
ς ¹ σ (1)
La conclusion de l’infe´rence est E,Γ′ ` µ?(x : ∃γ.∀α.τ).t ⇑ γ.τ ºE Ã µ?(x : ∃γ.∀α.τ ºE ).t′ et ses
hypothe`ses sont α#E,Γ′, s et E,Γ′;x : αγ.τ ºE ` t ⇓ γ.τ ºE Ã t′. Par (1) et E |= Γ′ ¹ Γ,
E |= Γ′; (x : (∃γ.∀α.τ)ºE ) ¹ Γ; (x : σ ºE ). Par hypothe`se d’induction, E,Γ; (x : σ ºE ) ` t′ : σ ºE . Par
la re`gle Fix,
E,Γ ` µ?(x : ∃γ.∀α.τ ºE ).t′ : σ ºE
Par la re`gle Conv et E |= σ = σ ºE , il vient
E,Γ ` µ(x : ς ºE ).t′ : σ
La preuve pour le mode ve´rification utilise des arguments semblables.
. Cas  Conv . La conclusion du typage est E,Γ ` t : τ2 et ses pre´misses sont E,Γ ` t : τ1 et
E |= τ1 = τ2 (1)
Si la forme infe´re´e ou attendue s ve´rifie E |= s ¹ τ1 alors elle ve´rifie aussi E |= s ¹ τ2 graˆce a` (1).
L’hypothe`se d’induction fournit le re´sultat.
. Cas  Inst . La conclusion du typage est E,Γ ` t : τ et ses hypothe`ses sont E,Γ ` t : σ et
σ ¹ τ (1)
Si la forme infe´re´e ou attendue s ve´rifie E |= s ¹ σ alors elle ve´rifie aussi E |= s ¹ τ graˆce a` (1).
L’hypothe`se d’induction fournit le re´sultat.
. Cas  Gen . La conclusion du typage est E,Γ ` t : ∀α.τ et ses hypothe`ses sont E,Γ ` t : τ et
α#E, t,Γ. Si la forme infe´re´e ou attendue s ve´rifie E |= s ¹ τ alors elle ve´rifie aussi E |= s ¹ ∀α.τ
car les variables libres du type τ sont interpre´te´es comme des variables de type rigides. L’hypothe`se
d’induction fournit le re´sultat.
. Cas  Case . La conclusion du typage est E,Γ ` match twith p1.t1 . . . pn.tn : τ et ses hypothe`ses
sont E,Γ ` t : τ1 et pour tout i, E,Γ ` ci : τ1 → τ2. La conclusion de l’infe´rence est E,Γ′ `
match twith p1.t1 . . . pn.tn ⇑ unionsqisi Ã match (t′ : s′)with p1.t′1 . . . pn.t′n et ses hypothe`ses sont E,Γ′ `
t ⇑ s′ Ã t′ et pour tout i, E,Γ′ ` (pi : s′).ti ⇑ si Ã pi.t′i. Par hypothe`se d’induction, on a
E,Γ ` t′ : τ1 (1)
E |= s′ ¹ τ1 (2)
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De meˆme, pour tout i, on a
E,Γ ` pi.t′i : τ1 → τ2 (3)
E |= si ¹ τ2 (4)
Par la re`gle Annot, par (1) et par (2), on obtient
E,Γ ` (t′ : s′) : τ1 (5)
Ainsi, la re`gle Case, (5) et (3) conduisent a`
E,Γ ` match (t′ : s′)with p1.t′1 . . . pn.t′n : τ2
(4) implique que E |= unionsqisi ¹ τ2. Le mode infe´rence est traite´ de la meˆme fac¸on.
. Cas  Clause . La conclusion de l’infe´rence est E1,Γ′1 ` (p : γ.ε τ ′1 τ ′2).t ⇑ s¹E1,E′2Ã p.t′ et ses
hypothe`ses sont p : γ.ε τ1′ τ2′ ` (β,E′2,Γ′2),
E1 ∧ E′2,Γ′1Γ′2 ` t ⇑ sÃ t′ (1)
et
β#E1, s¹E1,E′2 , ε τ
′
1 τ
′
2 (2)
La conclusion du typage est E1,Γ1 ` p.t : ε τ1 τ2 → τ et ses hypothe`ses sont
p : ε τ1 τ2 ` (β,E2,Γ2) (3)
E1 ∧ E2,Γ1Γ2 ` t : τ (4)
β#Γ1, τ2, E1 (5)
Le choix des variables de type β identiques pour l’infe´rence et le typage n’est pas proble´matique du
moment qu’elles ve´rifient (5) et (2). Par le lemme 8.1.2,
E1 ∧ E2 ≡ E1 ∧ E′2 (6)
et
E1 ∧ E2 |= Γ′2 ¹ Γ2 (7)
(6) et (1) impliquent
E1 ∧ E2,Γ′1Γ′2 ` t ⇑ sÃ t′ (8)
(7) implique
E1 ∧ E2 |= Γ′1Γ′2 ¹ Γ1Γ2 (9)
Par l’hypothe`se d’induction implique´e a` (8), Par le lemme 8.1.3, (9) et (4), il vient
E1 ∧ E2,Γ1Γ2 ` t′ : τ (10)
et E1 ∧ E2 |= s ¹ τ . La re`gle Clause, (10), (3) et (5) impliquent
E1,Γ1 ` p.t′ : ε τ1 τ2 → τ
et
E1 ∧ E2 |= s ¹ τ (11)
(11) et (6) impliquent
E1 ∧ E′2 |= s ¹ τ (12)
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(12) implique
E1 |= s¹E1,E′2¹ τ
La conclusion du mode ve´rification est E1,Γ′1 ` (p : γ.ε τ1′ τ2′).t ⇓ s Ã p.(t′ ↑E1∧E′2 s) et ses
hypothe`ses sont p : γ.ε τ1′ τ2′ ` (β,E′2,Γ′2), E1 ∧ E′2,Γ1Γ′2 ` t ⇓ sºE1∧E′2 Ã t′ et β#E,Γ, s. Par
hypothe`se,
E1 |= s ¹ τ (13)
Ainsi,
E1 ∧ E2 |= sºE1∧E2 ¹ τ (14)
L’hypothe`se d’induction impliquent
E1 ∧ E2,Γ1Γ2 ` t′ : τ (15)
Comme E1 ∧ E2 |= τ = τ ºE1∧E2 et (15), la re`gle Conv conduit a`
E1 ∧ E2,Γ1Γ2 ` t′ : τ ºE1∧E2 (16)
(14) et (13) implique
(sºE1∧E2 . s) ¹ (τ ºE1∧E2 . τ)
Par la re`gle Coerce, ceci donne
E1 ∧ E2,Γ1Γ2 ` (t′ ↑E1∧E2 s) : τ
¤
Le lecteur peut se demander pourquoi nous appelons cette proprie´te´  correction . Cet e´nonce´
affirme que la forme infe´re´e est plus ge´ne´rale que le type re´el alors que la coutume est de dire qu’un
algorithme d’infe´rence de types est  correct  quand le type infe´re´ est moins ge´ne´ral que le type
re´el. Nos algorithmes d’infe´rence de forme sont conc¸us pour calculer une sous-approximation des types
du programme alors qu’un algorithme d’infe´rence de types habituel en calcule une sur-approximation
(ou, si le syste`me de type posse`de des types principaux, il calcule un type principal). Ceci explique
pourquoi nous renversons la terminologie standard. De plus, dire de nos algorithmes d’infe´rence de
formes qu’ils sont complets mais incorrects serait assez de´stabilisant.
La correction n’est pas gratuite. Elle s’appuie sur l’e´lagage qui doit avoir une connaissance totale
du syste`me d’e´quations courant. Cela revient a` demander, dans les re`gles Clause-⇑ et Clause-⇓,
que la forme (infe´re´e) du terme analyse´ soit explicite sur ses parame`tres ge´ne´ralise´s. Si on aban-
donne la correction de´libe´re´ment, on peut choisir de relaˆcher ces re`gles en permettant a` cette forme
d’eˆtre incomple`te meˆme sur la partie ge´ne´ralise´e ce qui engendre un syste`me d’e´quations plus faible.
Cette voie est emprunte´e par Simon Peyton Jones et al. (Peyton Jones et al , 2004) dont l’unification
 wobbly  peut  effectuer moins de raffinement de type qu’on pourrait justifier dans une version
explicitement type´ du programme . D’un coˆte´, comme le syste`me de Simon Peyton Jones et al. est
capable de travailler avec une sous-approximation du syste`me d’e´quation, il accepte quelque fois des
programmes que nous rejetons. D’un autre coˆte´, comme il n’effectue aucun e´lagage, il infe`re parfois
des types incorrects comme l’a montre´ l’exemple du chapitre 7.
Quelle valeur accorder a` la correction ? D’un point de vue the´orique, il est certainement pre´fe´rable
d’infe´rer des formes qui sont des approximations de la ve´rite´ plutoˆt que des formes qui peuvent eˆtre
parfois fausses. D’un point de vue pratique, cependant, le choix n’est pas si clair. Infe´rer des formes
incorrectes conduit a` l’insertion d’annotations et de coercions incorrectes dans le terme transforme´.
Ne´anmoins, la correction du syste`me complet n’est pas compromise dans la mesure ou` ces erreurs
sont de´tecte´es par MLGX. L’expressivite´ du syste`me n’est pas non plus mise en cause puisque le
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programmeur peut toujours passer outre toutes les de´ficiences de l’infe´rence locale en inse´rant des
annotations dans le programme source.
En pratique, la seule diffe´rence entre les syste`mes infe´rant des formes correctes ou incorrectes
apparaˆıt dans la qualite´ des messages d’erreurs. D’un coˆte´, un syste`me d’infe´rence de formes correcte
rejette le´gitimement des programmes dans le cas d’une erreur d’unification. Par ailleurs, il inse`re des
annotations et des coercions qui ont du sens ce qui implique que l’infe´rence de type de MLGX e´choue
seulement si il n’y a pas assez d’annotations.
D’un autre coˆte´, un syste`me d’infe´rence de formes incorrecte peut a` tort rejeter un programme a`
cause d’une erreur d’unification a` moins que certaines pre´cautions ne soient prises pour qu’il n’e´choue
pas (voir la section suivante). De plus, une infe´rence incorrecte a` un certain point du programme
peut conduire a` l’insertion d’annotations et de coercions incorrectes a` un point e´loigne´ par le jeu
de la propagation des formes. L’erreur de type de´tecte´e par MLGX pourrait alors eˆtre rapporte´e a`
une distance importante par rapport a` l’origine re´elle du proble`me. Enfin, un syste`me propagant des
formes potentiellement incorrectes peut avoir le comportement de l’exemple du chapitre 7 et accepter
 par chance  une de´finition de fonction parce que ses annotations nomment les variables de type
dans l’ordre correspondant a` celui choisi en interne. D’une version a` l’autre de l’imple´mentation du
typeur, on pourrait perdre le bon typage si cet ordre est modifie´ pour une raison arbitraire.
8.1.4 Causes de rejet d’un programme par le syste`me Wob
Deux raisons peuvent eˆtre a` l’origine du rejet d’un terme par le syste`me Wob :
– Le programme est mal type´ dans MLGI. Dans ce cas, le programme sera aussi rejete´ par l’algo-
rithme d’infe´rence de MLGX.
– Le programmeur n’a pas fourni suffisamment d’annotations. Le programme est alors e´ventuel-
lement bien type´ dans MLGI mais sa traduction est mal type´e dans MLGX. En particulier, un
pattern matching n’a pas e´te´ annote´ suffisamment pour remplir la condition de connaissance
totale du syste`me d’e´quations E.
Dans les deux cas, on peut choisir de ne pas e´chouer et de laisser l’infe´rence de types s’occuper de
rejeter le programme. Ce proce´de´ prendra tout son sens dans le cadre de l’algorithme pre´sente´ dans
la section 8.2.
8.1.5 Exemple
Conside´rons encore l’exemple du chapitre 3, ou` on a remplace´ µ par µ? (la variable de type α est
alors lie´e dans le corps de la fonction).
Traitons ce terme en mode infe´rence. La re`gle Fix-⇑ passe en mode ve´rification en utilisant la forme
attendue term α → α dans le terme λt. . . .. La re`gle Lam-⇓ de´termine que la variable t a la forme
term α et ve´rifie le pattern matching a` l’aide de la forme α. La re`gle Case-⇓ extrait de l’environnement
le fait que t a la forme term α ce qui permet d’inse´rer l’annotation de type (t : term α) dans le terme
e´labore´. Chaque branche est examine´e a` l’aide de la re`gle Clause-⇓ en sachant que la forme du terme
analyse´ est term α et que le corps de la branche a une forme attendue α. Dans la branche Lit , par
exemple, l’e´quation α = int devient accessible, donc la forme attendue α est normalise´e en int de`s son
entre´e, et la coercion (i : (int . α)) est inse´re´e. On ve´rifie alors avec succe`s que la variable i a la forme
int . La variable de type α qui apparaˆıt dans les annotations et les coercions nouvellement inse´re´es
est lie´e par la construction µ? donc aucune nouvelle liaison de la forme  ∀α  n’est ne´cessaire. Les
re`gles Var-⇑ et Var-⇓ inse`rent parfois des coercions redondantes, comme (int . int), qui peuvent
facilement eˆtre supprime´es si besoin. Dans la branche Pair , une phase pre´liminaire (correspondant a`
la re´e´criture des sucres syntaxiques) inse`re localement les deux variables de type β1 et β2 associe´es a`
ce constructeur de donne´es. Dans le corps de la branche, l’e´quation α = β1 × β2 est accessible. On
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let rec eval : ∀α.term α→ α = λt.
match twith
| Lit (i)→ (* α = int *) i
| Inc (t)→ (* α = int *) eval t+ 1
| IsZ (t)→ (* α = bool *) eval t = 0
| If (b, t, e)→ if eval b then eval t else eval e
| Pair (a, b)→ (* ∃β1β2.α = β1 × β2 *) (eval a, eval b)
| Fst (t)→ (* ∃β1β2.α = β1 *) fst (eval t)
| Snd (t)→ (* ∃β1β2.α = β1 *) snd (eval t)
let rec eval : ∀α.term α→ α = λt.
match (t : term α)with
| Lit i→ (i : (int . α))
| Inc t→ (eval t+ 1 : (int . α))
| IsZ t→ (eval t = 0 : (bool . α))
| If b t e→ if eval b then eval t else eval e
| Pair β1 β2 a b→ ((eval a, eval b) : (β1 × β2 . α))
| Fst β1 β2 t→ fst (eval t)
| Snd β1 β2 t→ snd (eval t)
Fig. 8.3: La fonction eval , avant et apre`s l’infe´rence de forme du syste`me Wob.
apprend aussi que a : term β1 et b : term β2. La forme attendue α est normalise´e en β1 × β2 et on
inse`re la coercion ((eval a, eval b) : (β1 × β2 . α)) (qui est bien valide comme l’indiquent les deux
appels re´cursifs a` eval , (eval a, eval b) : β1 × β2).
Ceci explique comment la fonction eval est automatiquement transforme´e en la version annote´e
du chapitre 4. Le programme transforme´ est alors accepte´ par l’infe´rence de types de MLGX.
8.2 Le syste`me d’infe´rence de formes Ibis
Bien que le syste`me Wob transforme avec brio l’exemple de la fonction eval en un terme MLGX
bien type´, il souffre cependant d’un de´faut dans son traitement de l’application. Comme on l’a de´ja`
mentionne´ dans la section 8.1, il infe`re la forme de la fonction et utilise cette information pour examiner
l’argument en mode ve´rification. Notre re`gle Cstr-⇑ et la re`gle Appn de Simon Peyton Jones et al.
(2004) font un choix oppose´ et examinent les arguments en mode infe´rence. En fait, ces deux choix sont
ad hoc. Ide´alement, l’information de forme doit pouvoir eˆtre ve´hicule´e de la fonction aux arguments
et vice et versa. Nous de´crivons maintenant un syste`me d’infe´rence de formes qui subsume le syste`me
Wob et est conc¸u pour permettre la propagation dans les deux sens. Le moyen le plus simple pour
imple´menter cette propagation syme´trique est d’effectuer deux passes sur l’ensemble du programme.
Le syste`me obtenu est appele´ Ibis, en re´fe´rence a` son caracte`re ite´re´, bidirectionnel et syme´trique.
8.2.1 Pre´sentation informelle
Exemple 8.2.1
Le terme suivant illustre le de´faut du syste`me Wob. Il s’agit de l’utilisation de la fonction standard
map pour appliquer sur une liste une fonction anonyme faisant usage d’un GADT. Nous supposons
que le constructeur de donne´e I a le type ty int de manie`re a` ce que l’e´quation α = int soit disponible
a` l’inte´rieur du pattern matching.
µ?(double : ∀α.ty α→ list α→ list α).λt.λl.
map (λx.match twith I → x+ x) (l)
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Trois coercions explicites sont ne´cessaires pour transformer ce programme en un programme MLGX
bien type´. A` chaque occurrence de la variable x, la variable de type α doit eˆtre convertie en int . De
plus, l’expression x + x doit eˆtre coerce´e de int vers α de fac¸on a` satisfaire les annotations fournies
par le programmeur qui obligent le type de retour de la fonction anonyme a` eˆtre α.
Malheureusement, le syste`me Wob n’est pas capable d’inse´rer une seule de ces coercions. Le terme
contient une application double de map. Le syste`me Wob commence le traitement de l’application
la plus externe en mode ve´rification avec le type attendu list α. Par la re`gle App-⇓, cela ne´cessite
d’infe´rer d’abord une forme pour l’application interne map ((λx. . . .)) et ensuite de ve´rifier l’argument
l. Par conse´quent, la re`gle App-⇑ est applique´e a` l’application interne. La forme infe´re´e pour map est
γ1γ2.(γ1 → γ2)→ list γ1 → list γ2. Cela conduit a` la ve´rification de λx. . . . avec la forme γ1γ2.γ1 → γ2.
Cette forme impre´cise ne fournit pas assez d’informations sur le type de x ou sur le type de retour
de la fonction anonyme. Le syste`me Wob est donc incapable d’inse´rer les bonnes coercions dans cette
fonction.
Dans cette exemple, la  bonne  chose a` faire est d’examiner d’abord l’argument l en mode
infe´rence ce qui donnerait une forme list α et d’exploiter cette information pour examiner l’application
interne en mode ve´rification avec la forme attendue list α→ list α. La  bonne  chose a` faire ensuite
est d’examiner map en mode infe´rence, comme son type est connu, et d’exploiter cette information en
mode ve´rification sur λx. . . .. On voit ici clairement que tout choix fixe´ d’une propagation gauche-droite
ou droite-gauche sur les applications est une mauvaise ide´e.
Pour e´viter un tel dilemme, nous sugge´rons de traiter l’application (et, plus ge´ne´ralement, les
constructions binaires) de manie`re plus syme´trique. Cela devient possible en de´coupant l’infe´rence de
formes en deux passes. En premie`re approximation, l’ide´e est d’examiner les fonctions et les arguments
en mode infe´rence lors de la premie`re passe et de les examiner en mode ve´rification lors de la seconde
passe. La forme infe´re´e pour la fonction pendant la premie`re passe est utilise´e pour la ve´rification des
arguments lors de la seconde et re´ciproquement. L’information est ainsi propage´e dans les deux sens.
Une autre ide´e inde´pendante est d’abandonner la distinction entre les modes  infe´rence  et
 ve´rification . En effet, quand nous sommes en mode infe´rence, pourquoi refuser de tirer profit des
informations de type offertes par le contexte par le biais d’une forme attendue ? Re´ciproquement,
quand nous sommes en mode ve´rification, pourquoi refuser de produire une forme infe´re´e qui pourrait
eˆtre plus pre´cise que la forme attendue initialement ? Notre solution est d’effectuer l’infe´rence et la
ve´rification en meˆme temps. Les jugements du syste`me Ibis ont la forme
E,Γ ` t ⇓ s ⇑ s′ Ã t′
ou` la forme infe´re´e s′, un parame`tre de sortie, est toujours au moins aussi pre´cise que la forme
attendue s, un parame`tre d’entre´e. Autrement dit, on a s ¹ s′. Chacune de ses formes est normalise´e
par rapport a` E. En deux mots, Ibis est bidirectionnel, comme le syste`me Wob, mais s’exe´cute dans
les deux sens simultane´ment. Ce processus rappelle l’infe´rence locale colore´e (Odersky et al , 2001) ou`
une partie d’un meˆme type est infe´re´e tandis qu’une autre est issue de la propagation des annotations
de type (et donc seulement ve´rifie´e).
Notre premier e´nonce´ approximatif affirmant que la premie`re passe travaille en mode infe´rence
alors que la seconde travaille en mode ve´rification doit alors eˆtre pre´cise´. Les deux passes sont en
fait identiques — elles sont de´finies par le meˆme ensemble de re`gles — et toutes les deux effectuent
simultane´ment la ve´rification et l’infe´rence. La premie`re passe annote les sous-termes imme´diats des
nœuds d’application avec les formes infe´re´es. La seconde passe exploite ces annotations pour infe´rer
des formes plus pre´cises.
Par conse´quent, le syste`me Ibis consiste re´ellement en une unique passe qui peut eˆtre ite´re´e autant
de fois que ne´cessaire. En pratique, ite´rer au moins deux fois est ne´cessaire pour que les informations
soient propage´es des fonctions vers les arguments et vice et versa. En outre, nous pensons qu’ite´rer
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deux fois est suffisant pour permettre d’obtenir une pre´cision suffisante. Nous ne cherchons donc pas a`
ite´rer tant qu’un point fixe n’est pas atteint. Cela permettrait d’accepter plus de programmes mais cela
remettrait peut-eˆtre l’apparente simplicite´ et pre´dictabilite´ de l’algorithme. Ce nombre arbitrairement
grand d’ite´rations mettrait aussi en cause la complexite´ line´aire de notre approche stratifie´e.
8.2.2 Formalisation
I-Lam
s′ = s unionsq (θ ºE → ⊥)
E,Γ;x : D(s′) ` t ⇓ C(s′) ⇑ s′′ Ã t′
E,Γ ` λ(x : θ).t ⇓ s ⇑ (s′ unionsq (⊥ → s′′))Ã λ(x : θ ºE ).t′
I-App
s′ = s1 unionsq (s2 → s)
E,Γ ` t1 ⇓ s′ ⇑ s′1 Ã t′1 E,Γ ` t2 ⇓ D(s′1) ⇑ s′2 Ã t′2
E,Γ ` (t1 : s1) ((t2 : s2)) ⇓ s ⇑ C(s′1 unionsq (s′2 → ⊥))Ã (t′1 : s′1) ((t′2 : s′2))
I-Let
E,Γ ` t1 ⇓ s1 ⇑ s′1 Ã t′1 E,Γ;x : s′1 ` t2 ⇓ s ⇑ s2 Ã t′2
E,Γ ` letx = (t1 : s1) in t2 ⇓ s ⇑ s2 Ã letx = (t′1 : s′1) in t′2
I-Fix
α# ftv (E,Γ, s)
E,Γ;x : (γα.τ ºE unionsq s) ` t ⇓ (γ.τ ºE unionsq s) ⇑ s′′ Ã t′
E,Γ ` µ?(x : ∃γ.∀α.τ).t ⇓ s ⇑ α.s′′ Ã µ?(x : ∃γ.∀α.τ ºE ).t′
I-Case
E,Γ ` t ⇓ s′ ⇑ s′′ Ã t′
∀i E,Γ ` (pi : s′′).ti ⇓ s ⇑ si Ã pi.t′i
E,Γ ` match (t : s′)with p1.t1 . . . pn.tn ⇓ s ⇑ unionsqisi Ã match (t′ : s′′)with p1.t′1 . . . pn.t′n
I-Forall
E,Γ ` t ⇓ s ⇑ s′ Ã t′ α# ftv (Γ, E, s)
E,Γ ` ∀α.t ⇓ s ⇑ α.s′ Ã ∀α.t′
I-Annot
E,Γ ` t ⇓ (θ ºE unionsq s) ⇑ s′′ Ã t′
E,Γ ` (t : θ) ⇓ s ⇑ s′′ Ã (t′ : θ ºE )
I-Var
(x : s′) ∈ Γ
E,Γ ` x ⇓ s ⇑ (s unionsq s′ ºE )Ã (x ↓E s′)
I-Coerce
E,Γ ` t ⇓ s ⇑ s′ Ã t′
E,Γ ` (t : κ) ⇓ s ⇑ s′ Ã t′
I-Clause
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ′) E ∧ E′,Γ(γ.Γ′) ` t ⇓ sºE∧E′ ⇑ s′ Ã t′
s′′ = s′ ¹E,E′ unionsq s β# ftv (E,Γ, s′′) γ# ftv (E,Γ, τ2, t, s)
E,Γ ` (p : γ.ε τ1 τ2).t ⇓ s ⇑ s′′ Ã p.(t′ ↑E∧E′ s′′)
Fig. 8.4: L’infe´rence de formes pour le syste`me Ibis.
Les re`gles qui de´finissent le syste`me Ibis sont donne´es par la figure 8.4. La re`gle I-App s’attend a`
trouver sur la fonction t1 et sur l’argument t2 des annotations explicites de type s1 et s2.
Si on ne trouve pas de telles annotations alors la forme ⊥ est utilise´e. En pratique, il n’y a en
ge´ne´ral aucune annotation avant la premie`re passe. Les formes infe´re´es s′1 et s
′
2 sont enregistre´es sous
la forme d’annotations de type de manie`re a` ce qu’elles soient exploite´es par la passe suivante si il y
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en a une.
Par hypothe`se, il n’y a pas de coercion dans le programme source. La re`gle I-Coerce affirme que
chaque passe supprime les coercions inse´re´es par la passe pre´ce´dente. En effet, comme chaque nouvelle
passe calcule une forme plus pre´cise que la passe pre´ce´dente, elle peut engendrer des coercions plus
pre´cises.
Nous ne donnons pas une explication de´taille´e des autres re`gles. Dans la plupart des cas, les
variantes des deux modes du syste`me Wob sont superpose´es pour produire une re`gle qui effectue a` la
fois l’infe´rence et la ve´rification.
Exemple 8.2.2
Conside´rons l’exemple de la fonction double a` nouveau :
µ?(double : ∀α.ty α→ list α→ list α).λt.λl.
map ((λx.match twith I → x+ x)) (l)
La premie`re passe de l’algorithme Ibis de´bute par l’application englobante avec la forme atten-
due list α. Tout d’abord, elle examine sa partie gauche, c’est-a`-dire l’application interne, avec la
forme attendue ⊥ → list α. La fonction map est alors traite´e avec la forme attendue ⊥ → ⊥ → list α.
La re`gle I-Var combine cette forme avec celle de map, de´ja` connue pre´cise´ment par l’environnement
de forme, ce qui engendre la forme infe´re´e γ.(γ → α)→ list γ → list α. Le sous-terme map est annote´
par cette forme. Alors, la fonction anonyme est traite´e avec la forme attendue γ.γ → α. Le pattern
matching est examine´ avec la forme attendue α ce qui conduit la re`gle I-Clause a` inse´rer une coercion
de int vers α autour de la branche. Le re´sultat de la premie`re passe est le terme :
µ?(double : ∀α.ty α→ list α→ list α).λt.λl.(
(map : γ.(γ → α)→ list γ → list α) (
((λx.match twith I → (x+ x : int . α)) : γ.γ → α))
: γ.list γ → list α) (
(l : list α))
Ici, le syste`me Ibis a fait un travail a` peine plus pousse´ que celui de Wob : seule une coercion a e´te´
inse´re´e. Cette ame´lioration est due a` la capacite´ du syste`me Ibis a` effectuer l’infe´rence et la ve´rification
simultane´ment. Quand le syste`me Wob commence a` traiter l’application interne en mode infe´rence, il
oublie tout de la forme attendue ⊥ → list α.
Ne´anmoins, le terme est annote´ par une information que nous pouvons exploiter au sein d’une
nouvelle passe.
Dans la seconde passe, sur l’application externe, la forme γ.list γ → list α infe´re´e pour la fonction
est combine´e avec la forme list α infe´re´e pour l’argument. Cela conduit a` l’examen de l’application
interne avec la forme attendue list α → list α. Cette information nous permet de de´terminer que
map est utilise´e au type (α → α) → list α → list α. La fonction λx. . . . est conside´re´e avec la forme
attendue α → α. La seconde passe du syste`me Ibis est maintenant capable de de´terminer que la
variable x a la forme α ce qui permet a` la re`gle I-Var d’inse´rer les coercions de α vers int sur chacune
des utilisations de la variable x. La coercion de int vers α qui avait e´te´ inse´re´e par la premie`re passe
est efface´e et une coercion identique est re´-inse´re´e.
Le terme produit par la seconde passe est alors :
µ?(double : ∀α.ty α→ list α→ list α).λt.λl.(
(map : (α→ α)→ list α→ list α) (
((λx.match twith
I → ((x : α . int) + (x : α . int) : int . α))
: α→ α))
: list α→ list α) (
(l : list α))
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Ce terme est bien type´ dans MLGX ce qui signifie que cette de´finition de la fonction double est accepte´e
par le syste`me d’infe´rence stratifie´e combinant le syste`me Ibis et MLGX.
On montre maintenant la correction de l’algorithme d’infe´rence locale du syste`me Ibis a` l’aide d’un
e´nonce´ similaire au the´ore`me 8.1.5.
The´ore`me 8.2.3 (Correction du syste`me Ibis)
Soit E,Γ ` t : σ valide dans MLGI. Supposons E |= Γ′ ¹ Γ. Si E,Γ′ ` t ⇓ s ⇑ s′ Ã t′ est de´rivable
dans le syste`me Ibis, E |= s ¹ σ, et s est normalise´e par rapport a` E, alors E |= s′ ¹ σ et E,Γ ` t′ : σ
est de´rivable dans MLGI. De plus, la forme s′ est normalise´e par rapport a` E et s ¹ s′. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur les de´rivations de MLGI. Dans cette de´monstration,
on dira qu’une forme est normalise´e si elle est normalise´e par rapport au syste`me d’e´quations E.
Cette preuve s’appuie tre`s largement sur la preuve de correction du syste`me Wob car les re`gles du
syste`me Ibis sont tre`s souvent une simple superposition du mode infe´rence et du mode ve´rification du
syste`me Wob.
. Cas  Var . Le jugement de typage est E,Γ ` x : σ et sa pre´misse est (x : σ) ∈ Γ. Le jugement
du syste`me Ibis est E,Γ′ ` x ⇓ s ⇑ (s unionsq s′ ºE ) Ã (x ↓E s′) et sa pre´misse est (x : s′) ∈ Γ′. Pour les
meˆmes raisons que dans la preuve du the´ore`me 8.1.5, E,Γ ` (x ↓E s′) : σ et
E |= s′ ¹ σ (1).
Par hypothe`se,
E |= s ¹ σ (2)
(1) et (2) implique donc que la forme s′′ ≡ (s unionsq s′ ºE ) est telle que E |= s′′ ¹ σ par application du
lemme 7.2.4. Par ailleurs, on a clairement s ¹ s′′ et s′′ est normalise´e puisque s l’est par hypothe`se.
. Cas  Lam .La conclusion du typage est E,Γ ` λ(x : θ).t : τ1 → τ2 et ses pre´misses sont E, (Γ;x :
τ1) ` t : τ2 et θ ¹ τ1. Le jugement du syste`me Ibis est E,Γ′ ` λ(x : θ).t ⇓ s ⇑ (s′ unionsq (⊥ → s′′))Ã λ(x :
θ ºE ).t′ et ses pre´misses sont s′ ≡ s unionsq (θ ºE → ⊥) et E,Γ′;x : D(s′) ` t ⇓ C(s′) ⇑ s′′ Ã t′. La forme
s′ est normalise´e puisque la forme s l’est par hypothe`se. Son domaine C(s′) est donc normalise´e. De
meˆme, E |= s′ ¹ τ1 → τ2 donc E |= D(s′) ¹ τ1. On a donc bien Γ′; (x : D(s′)) ¹ Γ; (x : τ1) et on
peut donc appliquer l’hypothe`se d’induction sur la de´rivation de typage du terme t. Pour les meˆmes
raisons que dans la preuve du the´ore`me 8.1.5, on a E,Γ ` λ(x : θ ºE ).t′ : σ. La forme infe´re´e est quant
a` elle plus pre´cise que dans le syste`me Wob : la preuve du the´ore`me 8.1.5 en mode ve´rification nous
apprend que
E |= s′ ¹ σ (1)
la preuve en mode infe´rence nous apprend que E |= θ ºE → s′′ ¹ σ donc
E |= ⊥ → s′′ ¹ σ (2)
(1) et (2) impliquent E |= (s′ unionsq ⊥ → s′′) ¹ σ. Puisque s′ ≡ s unionsq (θ ºE → ⊥) et C(s) ¹ s′′, on a
s ¹ (s′ unionsq ⊥ → s′′). De meˆme, l’hypothe`se d’induction implique que la forme s′′ est normalise´e. Ainsi,
la forme s′ unionsq ⊥ → s′′ est normalise´e.
. Cas  App . Le jugement de typage est E,Γ ` (t1 : s1) ((t2 : s2)) : τ2 et ses pre´misses sont
E,Γ ` (t1 : s1) : τ1 → τ2 et E,Γ ` (t2 : s2) : τ1. Le jugement du syste`me Ibis est E,Γ′ ` (t1 : s1) ((t2 :
s2)) ⇓ s ⇑ C(s′1 unionsq (s′2 → ⊥)) Ã (t′1 : s′1) ((t′2 : s′2)) et ses pre´misses sont s′ ≡ s1 unionsq (s2 → s), E,Γ′ `
t1 ⇓ s′ ⇑ s′1 Ã t′1 et E,Γ ` t2 ⇓ D(s′1) ⇑ s′2 Ã t′2. E |= s′ ¹ τ1 → τ2 permet d’appliquer l’hypothe`se
d’induction a` la de´rivation de typage du terme t1, on a E,Γ ` t′1 : τ1 → τ2 et E |= s′1 ¹ τ1 → τ2. Par
application de la re`gle Annot sur ces deux hypothe`ses, on a
E,Γ ` (t′1 : s′1) : τ1 → τ2 (1)
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Comme E |= s′1 ¹ τ1 → τ2, E |= D(s′1) ¹ τ1. Ceci permet d’appliquer l’hypothe`se d’induction a` la
de´rivation de typage du terme t2, on a E,Γ ` t′2 : τ1 et E |= s′2 ¹ τ1. Par application de la re`gle
Annot,
E,Γ ` (t′2 : s′2) : τ1 (2)
Par application de la re`gle App sur (1) et (2), on a E,Γ ` (t′1 : s′1) ((t′2 : s′2)) : τ2. De plus, on a E |=
s′1 ¹ τ1 → τ2 et E |= s′2 ¹ τ1 donc E |= s′1 unionsq s′2 → ⊥ ¹ τ1 → τ2 donc E |= C(s′1 unionsq s′2 → ⊥) ¹ τ2. Par
hypothe`se d’induction, les formes s′1 et s
′
2 sont normalise´es par rapport a` E donc la forme infe´re´e l’est
aussi. Enfin, l’induction nous informe que s′ ¹ s′1 donc s2 → s ¹ s′1. E´tant donne´ que l’induction nous
donne aussi D(s′1) ¹ s′2, on obtient D(s′1)→ ⊥ ¹ s′2 → ⊥. Il vient alors que s2 → s ¹ s′1 unionsq (s′2 → ⊥)
donc s ¹ C(s′1 unionsq (s′2 → ⊥)).
. Cas  Let . La conclusion du typage est E,Γ ` letx = t1 in t2 : τ et ses pre´misses sont
E,Γ ` t1 : σ ainsi que E, (Γ;x : σ) ` t2 : τ . La conclusion du syste`me Ibis est E,Γ′ ` letx =
(t1 : s1) in t2 ⇓ s ⇑ s2 Ã letx = (t′1 : s′1) in t′2 et ses pre´misses sont E,Γ′ ` t1 ⇓ s1 ⇑ s′1 Ã t′1
et E,Γ′;x : s′1 ` t2 ⇓ s ⇑ s2 Ã t′2. Par hypothe`se d’induction applique´e a` la de´rivation de typage
du terme t1, on a E,Γ ` t′1 : σ, E |= s′1 ¹ σ. Ses deux hypothe`ses et la re`gle Annot donnent
E,Γ ` (t′1 : s′1) : σ. On a E |= Γ; (x : σ) ¹ Γ′; (x : s′) qui permet d’appliquer l’hypothe`se d’induction a`
la de´rivation de typage du terme t2. On a alors E,Γ ` t′2 : τ et E |= s′2 ¹ τ . Par application de la re`gle
Let, E,Γ ` letx = (t′1 : s′1) in t′2 : τ . L’hypothe`se d’induction applique´e a` t2 fournit imme´diatement
les proprie´te´s voulues sur s′2.
. Cas  Forall . La conclusion du typage est E,Γ ` ∀α.t : ∀α.τ et les pre´misses sont E,Γ ` t : τ
et
α# ftv (E,Γ) (1)
La conclusion du syste`me Ibis est E,Γ′ ` ∀α.t ⇓ s ⇑ α.s′ Ã ∀α.t′ et ses pre´misses sont E,Γ′ ` t ⇓
s ⇑ s′ Ã t′ et α# ftv (Γ′, E, s). Par application de l’hypothe`se d’induction sur la de´rivation de typage
du terme t, il vient E,Γ ` t′ : τ et E |= s′ ¹ τ . Par (1) et une application de la re`gle Forall, on a
E,Γ ` ∀α.t′ : ∀α.τ . L’hypothe`se d’induction fournit la caracte´risation de la forme s′.
. Cas  Annot . La conclusion du typage est E,Γ ` (t : θ) : τ et ses pre´misses sont E,Γ ` t : τ
et θ ¹ τ . La conclusion du syste`me Ibis est E,Γ′ ` (t : θ) ⇓ s ⇑ s′′ Ã (t′ : θ ºE ) et ses pre´misses
sont E,Γ′ ` t ⇓ (θ ºE unionsq s) ⇑ s′′ Ã t′. Comme la forme s est normalise´e par hypothe`se, la forme
(θ ºE unionsq s) est aussi normalise´e donc on peut appliquer l’hypothe`se d’induction a` la de´rivation de
typage du terme t et on obtient
E,Γ ` t′ : τ (1)
, (θ ºE unionsq s) ¹ s′′ et E |= s′′ ¹ τ . Ses deux dernie`res proprie´te´s induisent E |= θ ºE ¹ τ qui,
conjointement a` (1), impliquent E,Γ ` (t′ : θ ºE ) : τ ºE par application de la re`gle Annot. Par
application de la re`gle Conv, E,Γ ` (t′ : θ ºE ) : τ . Les proprie´te´s de la forme s′′ de´coulent directement
de l’hypothe`se d’induction applique´e au jugement du terme t.
. Cas  Fix . La conclusion du jugement de typage est E,Γ ` µ?(x : ς).t : σ et ses pre´misses sont
E, (Γ;x : σ) ` t : σ et
ς ¹ σ (1)
La conclusion du jugement du syste`me Ibis est E,Γ′ ` µ?(x : ∃γ.∀α.τ).t ⇓ s ⇑ α.s′′ Ã µ?(x :
∃γ.∀α.τ ºE ).t′ et ses pre´misses sont α# ftv (E,Γ, s) et E,Γ′; (x : (γα.τ ºE unionsq s)) ` t ⇓ (γ.τ ºE unionsq s) ⇑
s′′ Ã t′. Par (1), E |= ς ºE ¹ σ et donc ς ºE ¹ σ ºE . La forme (γ.τ ºE unionsq s) est normalise´e donc on
peut appliquer l’hypothe`se d’induction a` la de´rivation de typage du terme t. On a alors E,Γ ` t′ : σ
ainsi que
E |= s′′ ¹ σ (2)
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et
s ¹ s′′ (3)
On peut appliquer la re`gle Fix pour en de´duire E,Γ ` µ?(x : ς ºE ).t : σ ºE . Par application de la
re`gle Conv, il vient E,Γ ` µ?(x : ς ºE ).t : σ. De (2), et en renommant e´ventuellement les variables
de type α telles que α# ftv (σ), on a E |= α.s′′ ¹ σ. De meˆme, en l’appliquant sur (3), on obtient
s ¹ α.s′′.
. Cas  Case . Le jugement de typage est E,Γ ` match twith c1 . . . cn : τ2 et ses pre´misses
sont E,Γ ` t : τ1 et ∀i E,Γ ` ci : τ1 → τ2. La conclusion de la de´rivation dans le syste`me Ibis est
E,Γ′ ` match (t : s′)with p1.t1 . . . pn.tn ⇓ s ⇑ unionsqisi Ã match (t′ : s′′)with p1.t′1 . . . pn.t′n et ses pre´misses
sont E,Γ′ ` t ⇓ s′ ⇑ s′′ Ã t′ et ∀i E,Γ′ ` (pi : s′′).ti ⇓ s ⇑ si Ã pi.t′i. Par le meˆme raisonnement
que le cas Annot, on a E,Γ ` (t′ : s′′) : τ1. Par application de l’hypothe`se d’induction a` chacune des
branches, pour tout i, E,Γ ` (pi : s′′).ti : τ1 → τ2, E |= si ¹ τ2 et
s ¹ si (1)
La premie`re proprie´te´ implique que E,Γ ` match (t′ : s′′)with p1.t′1 . . . pn.t′n : τ2 par application
de la re`gle Case. La seconde proprie´te´ implique que la forme unionsqisi est de´finie et que la proprie´te´
E |= unionsqisi ¹ τ2 est validee. Par (1), on a aussi unionsqisi ¹ τ2.
. Cas  Clause . Le jugement de typage est E,Γ ` p.t : ε τ1 τ2 → τ2 et ses pre´misses sont
p : ε τ1 τ2 ` (β,E′,Γ′′), E ∧ E′,ΓΓ′′ ` t : τ2 et β# ftv (E,Γ, τ2). Le jugement du syste`me Ibis est
E,Γ′ ` (p : γ.ε τ1 τ2).t ⇓ s ⇑ s′′ Ã p.(t′ ↑E∧E′ s′′) et ses pre´misses sont p : ε τ1 τ2 ` (β,E′′,Γ′′′),
E∧E′′,Γ′(γ.Γ′′′) ` t ⇓ sºE∧E′ ⇑ s′ Ã t′, s′′ = s′ ¹E,E′′ unionsq s, β# ftv (E,Γ′, s′′) et γ# ftv (E,Γ′, τ2, t, s).
Tout d’abord, le lemme 8.1.2 affirme que E′ ≡ E′′ et E ∧ E′ |= Γ′′ ¹ Γ′′′ puisqu’on a exige´ que les
annotations sur les branches soient rigides sur les parame`tres ge´ne´ralise´s. Par hypothe`se d’induction
applique´e a` la de´rivation de typage du terme t, il vient que
E ∧ E′,ΓΓ′ ` t′ : τ2 (1)
E ∧ E′ |= s′ ¹ τ2 (2)
sºE∧E′ ¹ s′ (3)
et s′ est normalise´e par rapport au syste`me d’e´quations E ∧E′. Le lemme 7.3.7 applique´ a` (2) induit
E |= s′ ¹E,E′ ¹ τ2 donc E |= s′′ ¹ τ2 puisque E |= s ¹ τ2. Il vient E |= s′′ ºE∧E′ = τ2. L’application
de la re`gle Coerce est donc valide et on obtient E,Γ ` (t′ ↑E∧E′ s′′) : τ2. Par application de la
re`gle Clause et a` l’aide des hypothe`ses sur le motif inchange´, il vient E,Γ ` p.(t′ ↑E∧E′ s′′) : τ2.
Enfin, s′ ¹E,E′ est normalise´e par rapport a` E puisque s′ est normalise´e par rapport a` E∧E′. s unionsq s′ ¹E,E′
est bien de´finie et normalise´e par rapport a` E. On a par ailleurs que s ¹ s unionsq s′ ¹E,E′ par de´finition.
. Cas  Inst . Le jugement de typage est E,Γ ` t : τ et ses pre´misses sont E,Γ ` t : σ et
σ ¹ τ . L’hypothe`se d’induction peut s’appliquer directement sur le terme t avec un sche´ma de type
plus ge´ne´ral. Ses conclusions sont donc imme´diatement suffisantes.
. Cas  Gen . Le jugement de typage est E,Γ ` t : ∀α.τ et ses pre´misses sont E,Γ ` t : τ et
α# ftv (E,Γ, t). Le re´sultat est imme´diat par utilisation de l’hypothe`se d’induction.
. Cas  Conv . Le raisonnement est imme´diat puisqu’on demande une forme infe´re´e valide
modulo le syste`me d’e´quations E.
. Cas  Cstr . Imme´diat car c’est une instance de la re`gle App ou` on connait parfaitement le
membre gauche de l’application. ¤
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8.2.3 Causes de rejet d’un programme par le syste`me Ibis
Les causes de rejet d’un programme par le syste`me Ibis sont les meˆmes que pour le syste`me Wob
a` savoir une erreur de type dans MLGI ou bien un manque d’annotations. Comme nous l’avons fait
remarquer, il n’est pas essentiel de rejeter un programme de`s qu’une erreur d’unification est detecte´e :
si le programme est re´ellement mal type´ dans MLGI, l’infe´rence de MLGX saura le de´tecter aussi.
Cette liberte´ permet d’ignorer une erreur en renvoyant le terme inchange´. Dans le cas ou` la condition
de connaissance totale du syste`me d’e´quations n’est pas ve´rifie´e par manque d’annotations, on peut
espe´rer qu’a` l’ite´ration n+1, graˆce a` l’e´laboration effectue´e lors de l’ite´ration n, la forme de la valeur
analyse´e du pattern matching ait e´te´ raffine´e et qu’on obtienne ainsi une connaissance totale des
e´quations.
8.3 Comparaison entre les deux algorithmes
L’algorithme d’infe´rence locale du syste`me Ibis accepte strictement plus de programmes que l’al-
gorithme d’infe´rence locale du syste`me Wob. En effet, nous avons vu dans la section 8.2.1 que la
fonction double est accepte´e par Ibis et non par Wob. Le the´ore`me suivant montre en outre que tout
programme accepte´ par Wob l’est aussi par Ibis et que les formes qu’infe`re Ibis sont plus pre´cises que
celles de Wob.
The´ore`me 8.3.1 (Ibis subsume Wob)
– Si E,Γ ` t ⇑ s Ã t′ est valide dans Wob, alors il existe une forme s′ et un terme t′′ tels que
E,Γ ` t ⇓ ⊥ ⇑ s′ Ã t′′ est valide dans Ibis et s ¹ s′.
– Si E,Γ ` t ⇓ s Ã t′ est valide dans Wob, alors il existe une forme s′ et un terme t′′ tels que
E,Γ ` t ⇓ s ⇑ s′ Ã t′′ est valide dans Ibis. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur les de´rivations du syste`me Ibis. Elle ne pre´sente pas de
difficulte´s puisque les re`gles du syste`me Ibis sont une superposition des re`gles du mode infe´rence et
du mode ve´rification du syste`me Wob. ¤
La comparaison avec l’algorithme d’infe´rence bidirectionnelle de´veloppe´e dans GHC par Simon
Peyton Jones (Peyton Jones et al , 2004) est plus complexe car il est meˆle´ a` l’infe´rence habituelle de
ML.
Ainsi, d’un certain coˆte´, l’algorithme de GHC est capable d’infe´rer un sche´ma de type pour un
identifiant et de l’utiliser dans la suite pour propager les annotations de types alors que dans sa version
stricte, notre algorithme d’infe´rence locale agit en une passe sur tout le programme et ne propage que
les annotations de l’utilisateur. Dans l’exemple de la fonction double, on suppose connaˆıtre le sche´ma
de type de la fonction map ce qui aide grandement a` la propagation des annotations. Si cette fonction
map a e´te´ de´finie dans la meˆme unite´ de compilation, l’infe´rence locale ne pourra pas connaˆıtre son
type. Il est donc ne´cessaire en pratique d’appliquer l’approche stratifie´e a` une granularite´ plus fine
(par exemple sur toutes les de´clarations toplevel) pour que l’infe´rence locale tire parti des sche´mas de
type infe´re´s par l’infe´rence de ML.
D’un autre coˆte´, la fonction double n’est pas accepte´e par GHC 6.7 a` cause du caracte`re exclusif
des deux modes d’infe´rence et de ve´rification comme nous l’avons montre´ dans la section 8.2.1.
CHAPITRE NEUF
Application : Analyseur LR bien type´
Ce chapitre pre´sente en de´tail une application des types alge´briques ge´ne´ralise´s visant a` encoder
les invariants de bonne formation des analyseurs syntaxiques LR (Knuth, 1965). Comme on va se
contenter de ge´ne´rer du code dont on connaˆıt le type, ce chapitre n’a pas de liaison directe avec les
chapitres pre´ce´dents car la synthe`se des types n’est pas utilise´e a` proprement parler.
9.1 Introduction
La transformation automatique de certaines classes de grammaires hors-contextes en analyseurs
syntaxiques efficaces et exe´cutables est maintenant bien comprise (Aho et al , 1986). Par exemple,
on sait que toute grammaire LALR(1) peut eˆtre transforme´e en un automate a` pile de´terministe
qui reconnaˆıt le langage de´note´ par cette grammaire. Cette transformation a e´te´ imple´mente´e dans de
nombreux outils accessibles au grand public. Le programme POSIX yacc (Johnson, 1975), par exemple,
change une grammaire LALR(1), de´core´e par des morceaux de code C appele´s actions se´mantiques, en
un programme C exe´cutable. Dans le monde de la programmation fonctionnelle, Standard ML (Milner
et al , 1997), Objective Caml (Leroy et al , 2004), et Haskell (Peyton Jones, 2003) posse`dent tous un
clone de yacc. Ces outils sont respectivement connus sous les noms de ML-Yacc (Tarditi & Appel,
2000), ocamlyacc (Leroy et al , 2004), et happy (Marlow & Gill, 2004).
D’un coˆte´, les analyseurs syntaxiques ge´ne´re´s par yacc sont rapides mais e´crits en C, un langage
de programmation non suˆr. De meˆme, les automates produits par ocamlyacc sont encode´s sous forme
de tables (pour les e´tats et les transitions de l’automate) et de fonctions Objective Caml (pour les
actions se´mantiques), interpre´te´es par un programme C. En examinant ces programmes C, il n’est pas
e´vident de de´terminer pourquoi la pile de l’automate contient toujours assez d’e´le´ments ou pourquoi
les changements force´s de type qu’on utilise pour stocker et re´cupe´rer les valeurs se´mantiques sur cette
pile sont suˆrs. Ainsi, un bug dans yacc ou ocamlyacc pourrait, en principe, engendrer des analyseurs
syntaxiques dont l’e´valuation peut e´chouer. Du point de vue du mainteneur de yacc ou d’ocamlyacc,
obtenir une garantie sur la bonne formation des analyseurs syntaxiques engendre´s serait d’une grande
utilite´.
ML-Yacc, d’un autre coˆte´, ge´ne`re des programmes ML bien type´s, ce qui garantit que les acce`s a` la
pile de l’automate ne peuvent pas eˆtre incohe´rents. Est-ce plus satisfaisant ? En fait, pas vraiment car
bien qu’un programme ML ne puisse pas utiliser ses donne´es de manie`re incorrecte, il peut e´chouer
lors de son exe´cution soit a` cause d’une exception non rattrappe´e, soit a` cause d’une analyse par
cas non exhaustive. Meˆme si ces erreurs sont plus simples a` corriger que celles mettant en jeu des
incohe´rences de la me´moire, elles stoppent brutalement le programme ce qui est un proble`me majeur.
En conse´quence, les mainteneurs de ML-Yacc pourraient vouloir, en plus de la garantie de suˆrete´, une
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garantie de non e´chec pour augmenter la robustesse des analyseurs syntaxiques ge´ne´re´s. Si on rentre
un peu plus dans les de´tails, on s’aperc¸oit que pour s’assurer de la validite´ des acce`s a` la pile de
l’automate, ML-Yacc attache des e´tiquettes a` chaque cellule de la pile, a` chaque valeur se´mantique et a`
chaque e´tat de l’automate. Pour s’assurer les bonnes graˆces du typeur de ML, l’analyseur syntaxique
ge´ne´re´ passe beaucoup de temps a` analyser ces e´tiquettes. Or, dans le cas ou` l’analyseur est correct,
ces tests dynamiques ne sont pas ne´cessaires. On perd donc en performance pour un gain de suˆrete´
tre`s faible (le programme n’exe´cute pas d’instruction incorrecte pas mais est stoppe´).
happy laisse ses utiliseurs face a` ce choix corne´lien en proposant ces deux modes : il peut produire
un programme Haskell mal type´ (donc sujet a` d’e´ventuels incohe´rences) mais efficace ou bien un
programme Haskell bien type´ mais qui peut e´chouer et qui est inefficace.
Pour reme´dier a` cette situation, nous sugge´rons d’e´crire les analyseurs syntaxiques dans le langage
de programmation MLGI de´crit dans les chapitres pre´ce´dents. L’ide´e est d’encoder des invariants
de l’automate a` pile dans les types de manie`re a` ce que le typeur puisse prouver automatiquement
que l’analyseur syntaxique s’e´value sans erreur et ne peut pas e´chouer meˆme si nous n’attachons
plus d’e´tiquette aux cellules de la pile et aux valeurs se´mantiques. En deux mots, nous obtenons une
imple´mentation efficace, bien type´e et suˆre des analyseurs syntaxiques.
Si on prend la casquette du prouveur de programme quelques instants, ce codage fournit pour
chaque analyseur syntaxique ge´ne´re´ une preuve de sa suˆrete´ et non une preuve ge´ne´rale que tout
analyseur ge´ne´re´ est suˆr. Si on reprend la distinction faite par Xavier Leroy dans son article sur
la preuve de compilateur (Leroy, 2006), on peut dire que nous avons ici l’e´bauche d’un ge´ne´rateur
certifiant plutoˆt que certifie´.
Ce re´sultat est inte´ressant de plusieurs points de vue. D’abord, il est original et peut eˆtre utilise´ pour
modifier ML-Yacc, ocamlyacc ou happy de manie`re a` ce qu’ils produisent des analyseurs syntaxiques
bien type´s sans qu’il soit ne´cessaire d’utiliser des changements force´s de type ou un interpre`te e´crit en
C. Cela permet de transporter le ge´ne´rateur d’analyseur syntaxique en dehors de la base de confiance,
c’est-a`-dire de l’ensemble des outils auxquels on doit faire confiance pour croire en la suˆrete´ de son
programme. Bien suˆr, le compilateur qui est utilise´ pour compiler l’analyseur syntaxique ge´ne´re´ en
code machine doit encore faire partie de la base de confiance jusqu’a` ce qu’on arrive a` certifier le
compilateur lui-meˆme (Leroy, 2006).
Ensuite, nous pensons que cette application est repre´sentative du pouvoir d’expression des types
alge´briques ge´ne´ralise´s. Imple´menter un automate a` pile a` l’aide de type alge´brique ordinaire ne´cessite
la pre´sence physique des e´tiquettes a` l’inte´rieur de la pile, ce qui est redondant puisque cette informa-
tion est en fait de´ja` pre´sente dans l’e´tat de l’automate. Les types alge´briques ge´ne´ralise´s permettent
au contraire de faire accepter au typeur que les e´tiquettes qui de´crivent la forme de la pile sont physi-
quement a` l’exte´rieur de celle-ci. En d’autres termes, notre travail exploite, et met en lumie`re, le fait
que les types alge´briques ge´ne´ralise´s permettent de coordonner des structures de donne´es, c’est-a`-dire
d’exprimer a` l’aide du typage l’existence de corre´lations entre des structures de donne´es physiquement
disjointes. Ce fait a de´ja e´te´ note´ par Michael Ringenburg et Dan Grossman (Ringenburg & Gross-
man, 2005) mais ils le conside`rent apparemment comme accidentel. Au contraire, nous pensons que
ceci constitue l’essence de ce que fournissent les types alge´briques ge´ne´ralise´s.
9.2 Un exemple de grammaire
A` travers ce chapitre, nous nous inte´ressons a` une grammaire particulie`re pour les expressions
arithme´tiques (Aho et al , 1986) dont la de´finition apparaˆıt dans la figure 9.1. Montrer comment
construire un analyseur syntaxique pour cette spe´cification de grammaire particulie`re plutoˆt que de
de´tailler entie`rement l’imple´mentation du ge´ne´rateur d’analyseur syntaxique suffira pour de´crire notre
solution.
Les symboles terminaux de la grammaire sont int, +, *, (, et ). Nous supposons que l’analyseur
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(1) E{x} + T{y} → E{x+ y}
(2) T{x} → E{x}
(3) T{x} * F{y} → T{x× y}
(4) F{x} → T{x}
(5) ( E{x} ) → F{x}
(6) int{x} → F{x}
Fig. 9.1: Une grammaire de´core´e par des actions se´mantiques.
lexical associe une valeur se´mantique de type int au token int et une valeur se´mantique de type unit
aux autres terminaux. Les symboles non terminaux de la grammaire sont E (les expressions), T (les
termes) et F (les facteurs). Le symbole initial de la grammaire est E.
Il y a six productions, nume´rote´es de (1) a` (6). Chaque production est de la forme S1 . . . Sn → S,
ou` S1, . . . , Sn sont des symboles terminaux ou non terminaux et S est un symbole non terminal.
Cependant, en plus de savoir si une entre´e est effectivement une expression arithme´tique syntaxique-
ment bien forme´e, nous sommes inte´resse´s par le calcul de la valeur de cette expression (la valeur
se´mantique). Pour ce faire, chaque production est de´core´e par une action se´mantique, c’est-a`-dire une
expression du langage de programmation cible, qui spe´cifie comment calculer une valeur se´mantique
a` partir des valeurs se´mantiques associe´es aux producteurs de la re`gle. Plus pre´cise´ment, chaque Si
doit eˆtre suivi d’une variable xi, alors que S doit eˆtre suivie d’une expression ML e. Les variables
xi et l’expression e sont entoure´es d’accolades dans la spe´cification. On interpre`te un Si seul comme
Si{xi}, ou` xi n’apparaˆıt nulle part ailleurs dans la production. Les variables x1, . . . , xn sont lie´es dans
l’expression e.
Souvent, les valeurs se´mantiques sont des arbres de syntaxe abstraite. Ici, par souci de simplicite´,
on pre´fe`re associer des valeurs se´mantiques de type int aux symboles E, T et F . Au final, la grammaire
de la figure 9.1 spe´cifie un e´valuateur pour les expressions arithme´tiques. Par exemple, sa premie`re
production exprime le fait qu’une expression E qui s’e´value en x, suivie du terminal +, suivi d’un
terme T qui s’e´value en y, forment ensemble une expression arithme´tique E qui s’e´value en x+ y.
9.3 Un analyseur syntaxique LR pour cette grammaire
Nous de´crivons maintenant un analyseur syntaxique pour notre exemple de grammaire. Cet ana-
lyseur syntaxique, extrait du livre de Aho et al. (1986), est pre´sente´ sous la forme d’un automate a`
pile. Cet automate consomme un flux d’entre´e forme´ des symboles terminaux int, +, *, ( et ) et du
symbole spe´cial $ qui signale la fin de l’entre´e. L’e´valuation de l’automate ne´cessite le maintien d’un
e´tat courant. Les e´tats sont mode´lise´s par des entiers de l’ensemble {0, . . . , 11}. On doit aussi main-
tenir une pile courante. Les piles sont de la forme : σ ::= ² | σsv, ou` s est la me´ta-variable de´notant
les e´tats et v de´note une valeur se´mantique. ² repre´sente la pile vide et σsv de´note une pile obtenue
en empilant s et v sur la pile σ.
Initialement, le flux d’entre´e consiste en la liste des symboles terminaux a` analyser suivis par le
symbole $ ; l’e´tat courant est 0 et la pile est vide.
Les transitions de l’automate sont de´finies par deux tables, action et goto qu’on peut trouver dans
la figure 9.2. A` chaque e´tape, l’automate consulte l’e´tat courant ainsi que le symbole terminal en cours
d’analyse. Ces deux informations de´terminent une case dans le tableau a` double entre´e action. Le code
inscrit dans cette case s’interpre`te ainsi :
1. Si le code est  shift s  (e´crit  ss  dans la figure 9.2) ou` s est un e´tat, alors l’e´tat courant et
le symbole terminal analyse´ sont pousse´s sur la pile, on passe au symbole terminal suivant et s
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State
action goto
int + * ( ) $ E T F
0 s5 s4 1 2 3
1 s6 acc
2 r2 s7 r2 r2
3 r4 r4 r4 r4
4 s5 s4 8 2 3
5 r6 r6 r6 r6
6 s5 s4 9 3
7 s5 s4 10
8 s6 s11
9 r1 s7 r1 r1
10 r3 r3 r3 r3
11 r5 r5 r5 r5
Fig. 9.2: Table issue de l’analyse de la grammaire.
devient l’e´tat courant de l’automate.
2. Si le code est  reduce k  (e´crit  rk  dans la figure 9.2), ou` la production nume´ro k de la gram-
maire est S1{x1} . . . Sn{xn} → S{e}, alors la pile courante doit eˆtre de la forme σs1v1 . . . snvn.
L’expression ML e[v1/x1, . . . , vn/xn] est e´value´e en une nouvelle valeur se´mantique v. L’e´tat s1
et le non terminal S de´terminent alors une case dans goto qui doit eˆtre un e´tat s. Alors, σs1v
devient la pile courante de l’automate et s son e´tat courant. Dans cette situation, on ne passe
pas au symbole terminal suivant.
3. Si le code est  accept  (e´crit  acc  dans la figure 9.2) alors la pile courante doit eˆtre de la
forme σsv. L’e´valuation de l’automate est alors termine´e et on retourne v.
4. Si le code est inde´fini alors cela signifie que la reconnaissance de l’entre´e a e´choue´.
Le processus qui permet la construction de action et goto n’est pas notre propos ici (on consultera (Aho
et al , 1986) pour une description).
Le point essentiel, c’est que ces tables sont construites d’une telle fac¸on que les conditions ou` notre
description informelle pre´ce´dente utilise de l’expression  doit eˆtre  sont effectivement ve´rifie´es. Cela
signifie que tester ces conditions est superflu.
9.4 Une imple´mentation en ML
On de´crit maintenant une imple´mentation en ML sans GADT de l’automate. Cette imple´mentation
est bien type´e mais elle effectue les tests superflus mentionne´s dans la section pre´ce´dente.
Pour commencer, on doit spe´cifier les moyens d’interaction entre l’analyse lexicale et notre analy-
seur syntaxique. On de´clare le type des symboles terminaux :
type token =
KPlus | KStar | KLeft | KRight | KEnd | KInt of int
On suppose que l’analyseur lexicale fournit deux fonctions, l’une permettant de lire le symbole en
cours d’analyse et l’autre de passer au terminal suivant :
val peek : unit → token
val discard : unit → unit
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On se plonge maintenant dans la conception de l’analyseur syntaxique. L’ensemble des e´tats est
de´crit par une e´nume´ration, c’est a` dire un type alge´brique ordinaire dont tous les constructeurs ont
une arite´ nulle :
type state = S0 | S1 | . . . | S11
Ensuite, on de´clare un autre type alge´brique ordinaire pour imple´menter la pile de l’automate.
L’approche canonique consiste a` mimer la de´finition des piles (σ ::= ² | σsv, voir la section 9.3) :
(∗ De´finition temporaire. ∗)
type stack =
SEmpty | SCons of stack × state × semantic value
and semantic value = ...
Cette de´claration affirme qu’une pile est une liste de paires forme´es d’un e´tat et d’une valeur
se´mantique.
Il ne nous reste plus qu’a` de´finir le type des valeurs se´mantiques. Ici, les symboles +, *, (, ) et $
ont des valeurs se´mantiques valant de type unit alors que int, E, T et F ont des valeurs se´mantiques
de type int . Il est clair que cette he´te´roge´ne´ite´ des types des valeurs se´mantiques force la de´finition
d’un type somme, c’est-a`-dire une nouvelle de´finition de type alge´brique ordinaire.
Bien que naturelle et simple, cette solution introduit une certaine redondance puisqu’a` la fois les
cellules et les valeurs se´mantiques contiennent des e´tiquettes. Pour e´viter cette redondance, on utilise
une me´thode un peu moins directe qui fusionne les e´tiquettes des valeurs se´mantiques et des cellules
en inte´grant les diffe´rents types de valeurs se´mantiques directement a` l’inte´rieur de la de´finition des
piles :
type stack =
| SEmpty
| SP of stack × state
| SS of stack × state
| SL of stack × state
| SR of stack × state
| SI of stack × state × int
| SE of stack × state × int
| ST of stack × state × int
| SF of stack × state × int
(Dans les noms choisis pour les constructeurs de donne´es, P, S, L, R, et I sont des raccourcis pour
Plus, Star, Left, Right, et Int.)
En examinant l’e´tiquette attache´e a` une valeur de type stack, on peut re´pondre en meˆme temps
a` deux questions : est-ce que la pile est vide ? si elle n’est pas vide, quel type de valeurs se´mantiques
contient-elle a` son sommet ?
Par ailleurs, a` des fins d’optimisation, on choisit de ne pas repre´senter a` l’exe´cution les valeurs de
type unit. Par conse´quent, les cellules associe´es aux symboles +, *, ( et ) contiennent seulement un
e´tat et non une paire contenant un e´tat et la valeur unit.
Enfin, aucune cellule n’est construite avec le symbole $ parce que, par construction, l’automate
n’effectue jamais une action  shift  lorsqu’il rencontre ce symbole.
Pour re´sumer, chaque valeur du type stack contient une e´tiquette qui doit eˆtre examine´e pour que
le contenu re´el soit accessible. Si, graˆce a` un raisonnement externe, l’e´tiquette est connue par avance
alors ce test dynamique est redondant.
C’est cette approche ou` les valeurs se´mantiques et/ou les cellules de la pile sont e´tiquete´s qui est
adopte´e par ML-Yacc et happy.
La fonction centrale de l’analyseur syntaxique, run imple´mente l’e´valuation de l’automate a` pile.
Elle est parame´tre´ par l’e´tat courant et la pile courante. Il peut s’arreˆter soit en lanc¸ant l’exception
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1 exception SyntaxError
2
3 let rec run : state → stack → int =
4 fun s stack →
5 match s, peek() with
6 | . . .
7 | S9, KStar →
8 (∗ De´cale vers l ’ e´tat 7. ∗)
9 discard ();
10 run S7 (SS (stack, S9))
11 | S9, KPlus →
12 (∗ Re´duit E{x} + T{y} → E{x+ y}. ∗)
13 (∗ De´pile trois cellules . ∗)
14 let ST (SP (SE (stack, s, x), ), , y) =
15 stack in
16 (∗ Empile l’ e´tat courant et la nouvelle valeur se´mantique sur la pile . ∗)
17 let stack = SE (stack, s, x + y) in
18 (∗ Choisit un successeur sur la pile en utilisant la colonne E de la table goto. ∗)
19 gotoE s stack
20 | . . .
21 | , →
22 raise SyntaxError
23
24 and gotoE : state → stack → int =
25 fun s →
26 match s with
27 | S0 →
28 run S1
29 | S4 →
30 run S8
Fig. 9.3: Une imple´mentation bien type´e en ML.
SyntaxError ce qui signifie que l’entre´e n’est pas conforme a` la grammaire, ou bien en retournant une
valeur se´mantique entie`re correspondant a` la valeur de l’expression arithme´tique E qui a e´te´ analyse´e.
A` l’exception des fonctions peek et discard qui font des effets de bord pour manipuler le flux d’entre´e,
la totalite´ de ce programme est purement fonctionnel.
La de´finition de run apparaˆıt dans la figure 9.3. La fonction examine l’e´tat courant s ainsi que
l’entre´e courante obtenue par la fonction peek et de´termine quelle action effectuer. Il y a plusieurs cas,
on en de´taille deux.
Quand l’e´tat courant vaut 9 et le symbole a` analyser est * (ligne 7), la table action de la figure 9.2
indique que l’automate doit effectuer une action  shift 7 . On passe donc au symbole suivant,
l’e´tat courant 9 est place´ au sommet de la pile et l’e´tat courant est maintenant 7 (ligne 10). Dans ce
cas particulier, aucune valeur se´mantique n’est pousse´e sur la pile parce qu’aucune valeur se´mantique
n’est associe´e au symbole *. De meˆme, le constructeur de donne´es n’attend pas un troisie`me argument.
L’e´tat courant et la pile sont change´s en suivant l’idiome de programmation fonctionnelle pure qui
consiste a` effectuer un appel re´cursif a` run avec ces nouveaux parame`tres.
Quand l’e´tat courant est 9 et le symbole a` analyser est + (ligne 11), la table action indique que
l’automate doit re´duire la production 1, c’est-a`-dire E{x} + T{y} → E{x+y}. Comme on l’a explique´
dans la section pre´ce´dente, la structure des trois e´le´ments place´s au sommet de la pile est connue en
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ce point. La premie`re cellule de la pile contient l’e´tiquette ST et la valeur se´mantique y associe´e au
terme T . La seconde cellule doit eˆtre celle associe´e au symbole +, elle doit donc contenir l’e´tiquette SP.
L’e´tiquette de la troisie`me cellule est ne´cessairement SE et est accompagne´e par la valeur se´mantique
x associe´e a` l’expression E. Graˆce au pattern matching, x et y sont extraites de la pile (lignes 14–15).
Simultane´ment, les variables stack et s sont lie´es a` de nouvelles valeurs (masquant ainsi leurs anciennes
valeurs). Ceci revient a` de´piler trois cellules de la pile. L’action se´mantique x + y est ensuite e´value´e
et une nouvelle valeur se´mantique est construite (ligne 17). Pour finir, la fonction auxiliaire gotoE est
appele´e (ligne 19) (il y a en fait une fonction goto par non terminale mais gotoT et gotoF ne sont pas
montre´es ici).
Le roˆle de gotoE (ligne 24) est de de´terminer le nouvel e´tat de l’automate lorsque l’on vient de
reconnaˆıtre un E. Pour cela, on regarde a` l’inte´rieur de la colonne E de la table goto. La ligne de cette
table correspond a` l’e´tat s qui a initie´ l’analyse du non terminal E. Ici, cette colonne n’a que deux
entre´es donc s est ne´cessairement S0 (et l’e´tat de l’automate doit alors devenir S1 (ligne 28)) ou S4
(et l’e´tat de l’automate doit alors devenir S8 (ligne 30)).
Notons que gotoE ne consulte et ne modifie pas la pile. En re´alite´, cette fonction n’a pas acce`s a`
la pile. On pourrait donc lui donner le type state→ state et remplacer les appels a` gotoE a` l’aide de
run (gotoE s) stack. Cependant, ceci briserait une proprie´te´ utile par la suite (voir la section 9.9) :
dans la version que nous avons choisie, on appelle toujours run avec un e´tat constant.
Comme annonce´, cette imple´mentation effectue des tests superflus a` cause des pattern matchings
non exhaustifs comme “let ST (. . .) = stack” (lignes 14–15). On ve´rifie dynamiquement que la pile
contient au moins trois cellules et que ces cellules sont associe´es aux symboles T , + et E.
De plus, dans la fonction gotoE, “match s with” (ligne 26) ve´rifie si s est effectivement S0 ou S4.
Ces deux pattern matching ne sont pas exhaustifs donc le compilateur doit inse´rer du code qui
lance une exception si jamais ils e´chouent. Ceci est a` la fois une perte de temps et de taille de code :
si l’analyseur syntaxique est correct alors, par construction de l’automate, ces tests ne peuvent pas
e´chouer.
Avant de continuer, terminons cette section par deux remarques.
D’abord, dans cette imple´mentation, les tables action et goto sont compile´es sous la forme d’un
programme et non sous la forme de donne´es (comme par exemple des tableaux d’entiers). Cette
approche engendre des analyseurs syntaxiques plus gourmands en espace mais elle permet leur analyse
par un syste`me de type ge´ne´ral. Un autre avantage, c’est de pouvoir spe´cialiser le code ge´ne´re´ et donc
d’obtenir e´ventuellement des gains en performance par rapport a` un interpre`te de tables (voir la
section 9.9).
Ensuite, nous repre´sentons une pile comme une structure de donne´es purement fonctionnelle c’est-
a`-dire une liste chaˆıne´e de cellules alloue´es dans le tas et non modifiables. Une paire de tableaux
modifiables extensibles, l’un pour les e´tats et l’autre pour les valeurs se´mantiques serait peut-eˆtre plus
efficace. Cependant, ce dernier tableau ne´cessiterait un type tre`s fin te´moignant de la variabilite´ des
types des cases du tableau au cours de l’exe´cution car il s’agit d’une structure de donne´es modifiable
et he´te´roge`ne. Le syste`me de type de ML ne supporte pas de genre de structures de donne´es. Au
minimum, une notion de line´arite´ doit eˆtre introduite pour garantir qu’aucun pointeur vers des donne´es
de´salloue´es ne peut intervenir. Le choix d’une structure de donne´es purement fonctionnelle est donc
impose´ par la discipline de type na¨ıve de ML. Il existe quelques syste`mes de type permettant d’exprimer
les piles modifiables comme par exemple (Jia et al , 2005).
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Nous avons affirme´ plus haut que, par construction des tables action et goto, quand une action
 reduce  est effectue´e, alors le contenu du sommet de la pile est connu et peut eˆtre acce´de´ sans
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Forme de la pile E´tat
² 0
² {0} E 1
σ {0, 4} T 2
σ {0, 4, 6} F 3
σ {0, 4, 6, 7} ( 4
σ {0, 4, 6, 7} int 5
σ {0, 4} E {1, 8} + 6
σ {0, 4, 6} T {2, 9} * 7
σ {0, 4, 6, 7} ( {4} E 8
σ {0, 4} E {1, 8} + {6} T 9
σ {0, 4, 6} T {2, 9} * {7} F 10
σ {0, 4, 6, 7} ( {4} E {8} ) 11
Fig. 9.4: L’invariant de l’automate.
ve´rification. Avant de modifier le programme pour tirer parti de cela, nous devons comprendre pourquoi
il en est ainsi.
La raison est simple. Bien que les piles soient de´finies par des se´quences arbitraires de paires forme´es
d’un e´tat et d’une valeur se´mantique, les piles qui apparaissent effectivement durant l’exe´cution ont
une forme plus de´termine´e. L’ensemble des formes possibles pour les piles est e´nume´re´ par la figure 9.4.
La colonne de gauche de´crit la forme de la pile σ alors que la colonne de droite indique dans quel
e´tat de l’automate on trouve cette forme de pile. Dans la colonne de gauche, ² repre´sente la pile vide
alors que σ repre´sente une pile inconnue. Les entiers de´notent des e´tats donc les ensembles d’entiers
de´notent des ensembles d’e´tats potentiellement pre´sents dans la pile. Un terminal ou un non terminal
de´note une valeur se´mantique accompagnant ce symbole. Par exemple, la sixie`me ligne de la table
affirme que quand l’automate est dans l’e´tat 5 alors la pile est non vide et posse`de a` son sommet un
e´tat appartenant a` l’ensemble {0, 4, 6, 7} ainsi qu’une valeur se´mantique pour le symbole int. Ceci
implique en particulier que le sommet de la pile contient l’e´tiquette SI donc l’information contenue
dans l’e´tiquette est bien redondante.
De´finition 9.5.1
Une pile σ et un e´tat s sont cohe´rents si et seulement si
(i) σ et s sont d’une des formes de´crites par la figure 9.4 ;
(ii) si σ est de la forme σ′s′v′ alors σ′ et s′ sont consistants. ¦
Alors, on a l’invariant suivant :
Invariant 9.6 A` tout instant, la pile courante de l’automate et son e´tat courant sont consistants.
On peut faire cette preuve par une induction sur les exe´cutions possibles de l’automate de´fini dans
la section 9.3. La pile initiale est ² et l’e´tat initial est 0, ils sont consistants puisqu’ils apparaissent
dans la premie`re ligne de la figure 9.4. Il reste a` prouver que toute transition possible pre´serve cet
invariant ce qui est une exploration fastidieuse mais simple.
En fait, une fois que nous aurons introduit l’invariant dans le type de la fonction run, cette preuve
sera faite automatiquement par le typeur.
On pourrait avoir l’impression que nous avons de´couvert l’invariant apre`s avoir construit l’automate
par le biais d’une analyse attentive (et peut-eˆtre de´licate) de ses transitions. Il n’en est rien : de´terminer
l’invariant d’un automate se fait par une simple observation de ses items(Knuth, 1965, Aho et al , 1986).
Aucune infe´rence complexe d’invariant n’est donc ne´cessaire.
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9.7 Garder trace de la structure de la pile
Graˆce a` l’invariant de l’automate, examiner l’e´tat courant de l’automate est suffisant pour de´ter-
miner sans ambigu¨ıte´ la forme de la pile. Par exemple, si l’e´tat courant est 9 alors la pile contient a`
son sommet trois cellules e´tiquete´es par SE, SP, et ST. C’est exactement l’information ne´cessaire pour
prouver que la construction “let ST (SP (SE (. . .))) = stack” (figure 9.3) ne peut e´chouer.
Mais comment persuader le compilateur d’un tel fait ? Nous devons lui faire prendre conscience de
la corre´lation entre les e´tats et la forme des piles.
Pour ce faire, nous parame´trons le type des e´tats par une variable de type α. L’ide´e, c’est que si
l’e´tat courant de l’automate est de type α state alors la pile courante est de type α. La repre´sentation
des e´tats ne change pas car le type α ne de´crit pas la structure des e´tats. Ce parame`tre est donc un
parame`tre fantoˆme (Hinze, 2003).
Dans la suite, nous supposons que le type state a une de´finition qui satisfait cette intuition et
nous expliquons comment cela permet de changer la manie`re d’imple´menter les piles (section 9.7.1).
Ensuite, on de´finit concre`tement le type state comme un type alge´brique ge´ne´ralise´ (section 9.7.2).
Enfin, nous discutons comment ces changements dans nos de´clarations de type modifie le code qui
imple´mente l’e´valuation de l’automate (section 9.7.3).
9.7.1 Types des cellules de la pile
Pour convaincre le typeur que l’acce`s a` la pile ne peut pas e´chouer, nous n’avons plus a` de´finir
le type stack a` l’aide de donne´es e´tiquete´es. A` la place, notre vocabulaire sera assez pre´cis pour
exprimer, disons,  le type de toutes les piles qui ont trois cellules associe´es aux symboles E,+ et T a`
leur sommet . Pour cette raison, nous ne de´finissons plus un unique type stack mais une famille de
types (figure 9.5, lignes 2–10).
Le type empty (figure 9.5, ligne 2) est le type de la pile vide. L’unique valeur qui l’habite est
SEmpty. Ce type est isomorphe a` unit.
Le type α cP (figure 9.5, ligne 3) est le type des piles non vides dont la cellule au somment est
associe´e au symbole + et dont le reste des cellules est une pile de type α. Un point cle´ est que le
type α apparaˆıt deux fois dans cette de´finition, une fois en tant que type du reste de la pile et une
seconde fois en tant que parame`tre de state. Ceci encode le point (ii) dans la de´finition de la cohe´rence
(section 9.5) et indique au syste`me de type que dans chaque cellule, il y a une relation entre l’e´tat qui
est dans la pile et la structure de la pile qui se trouve en dessous. Les de´finitions sur les lignes 4–10
sont analogues.
Ainsi, une pile qui consiste en une cellule unique associe´e au symbole E a le type empty cE. Une pile
forme´e de deux cellules, respectivement associe´es aux symboles E et + a le type empty cE cP et ainsi
de suite. Il peut sembler de´sormais ne´cessaire d’utiliser des types d’une taille arbitraire de manie`re a`
de´noter l’ensemble de toutes les piles possibles. Par chance, pour parvenir a` exprimer l’invariant de
manie`re correcte, une information incomple`te sur leur forme est suffisante. Par exemple, toute pile
non vide dont la cellule au sommet est associe´e au symbole E doit avoir un type de la forme τ cE pour
un certain type τ . En conse´quence, une telle pile est un argument valide pour une fonction de type
∀α.α cE → . . .. Autrement dit, graˆce aux variables de type et aux abstractions de type, un simple
sche´ma de type suffit pour de´crire toute une collection de piles.
Meˆme si par souci de simplicite´ syntaxique, nous avons maintenu les e´tiquettes SEmpty, SP, etc.,
aucun de ces types de´finis dans lignes 2–10 de la figure 9.5 ne sont re´ellement des donne´es e´tiquete´es.
En fait, ce sont des n-uplets de taille 0 (empty), deux (cP, etc.) ou 3 (cI, etc.). Le fait de n’avoir
qu’un constructeur de donne´es pour chacun de ces types supprime la ne´cessite´ d’avoir une e´tiquette
pour discriminer parmi plusieurs choix. Une pile est encore une liste chaˆıne´e de cellules mais aucune
cellule ne contient d’e´tiquette puisque c’est en observant l’e´tat de l’automate qu’on de´termine leur
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1 (∗ Le type des cellules de la pile . ∗)
2 type empty = SEmpty
3 type α cP = SP of α× α state
4 type α cS = SS of α× α state
5 type α cL = SL of α× α state
6 type α cR = SR of α× α state
7 type α cI = SI of α× α state× int
8 type α cE = SE of α× α state× int
9 type α cT = ST of α× α state× int
10 type α cF = SF of α× α state× int
11
12 (∗ Le type des e´tats . ∗)
13 type state : ?→ ? =
14 | S0 : empty state
15 | S1 : empty cE state
16 | S2 : ∀α.α cT state
17 | S3 : ∀α.α cF state
18 | S4 : ∀α.α cL state
19 | S5 : ∀α.α cI state
20 | S6 : ∀α.α cE cP state
21 | S7 : ∀α.α cT cS state
22 | S8 : ∀α.α cL cE state
23 | S9 : ∀α.α cE cP cT state
24 | S10 : ∀α.α cT cS cF state
25 | S11 : ∀α.α cL cE cR state
Fig. 9.5: Codage d’une partie des invariants a` l’inte´rieur des types.
forme. La pile de l’automate et son e´tat sont donc des structures de donne´es coordonne´es dans le sens
de Michael Ringenburg et Dan Grossman (2005).
9.7.2 Types des e´tats
Nous revenons maintenant a` la de´finition du type parame´tre´ α state (figure 9.5, lignes 13–25).
La ligne 13 affirme que le constructeur de type state a pour sorte ? → ? ce qui veut dire que c’est
un constructeur de type unaire. Les lignes 14–25 spe´cifient ses constructeurs de donne´es. Tous ces
constructeurs n’attendent aucun argument. Il s’agit donc encore d’une e´nume´ration. La diffe´rence
avec la version pre´ce´dente, c’est la variation des instances choisies pour le parame`tre. Cette variation
est accepte´e graˆce a` l’extension de ML avec des GADT.
Ces diffe´rentes instances refle`tent la connaissance de la forme de la pile pour chacun des e´tats.
Conside´rons l’e´tat 0. D’apre`s la figure 9.4, quand l’automate est dans cet e´tat, la pile est vide. Nous
donnons donc a` S0 le type empty state (ligne 14). Ici, le parame`tre est contraint a` avoir le type
empty. De meˆme, quand l’automate est dans l’e´tat 0, la pile est une unique cellule contenant la valeur
se´mantique du symbole E. Ainsi, S1 a pour type empty cE state (ligne 15). Dans le cas de l’e´tat
2, les choses sont le´ge`rement plus complexes : la figure 9.4 nous apprend que lorsque l’automate est
dans l’e´tat 2 alors la pile a une cellule associe´e au symbole T a` son sommet et le reste de la pile est
inconnu. S2 se voit donc associer le type ∀α.α cT state (ligne 16). La variable de type α est quantifie´e
universellement de manie`re a` de´noter le reste inconnu de la pile. C’est pourquoi n’importe qu’elle
valeur pour α est compatible avec l’e´tat S2. Savoir que l’automate est dans l’e´tat S2 permet donc de
conclure que la pile a la forme τ cT pour un certain type τ . Les de´clarations pour les e´tats de S3
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1 let rec run : ∀α.α state→ α→ int =
2 fun s stack →
3 match s, peek() with
4 | . . .
5 | S9, KStar →
6 discard ();
7 run S7 (SS (stack, S9))
8 | S9, KPlus →
9 let ST (SP (SE (stack, s, x), ), , y) =
10 stack in
11 let stack = SE (stack, s, x + y) in
12 gotoE s stack
13 | . . .
14 | , →
15 raise SyntaxError
16
17 and gotoE : ∀α.α state → α cE→ int =
18 fun s →
19 match s with
20 | S0 →
21 run S1
22 | S4 →
23 run S8
Fig. 9.6: Une imple´mentation plus pre´cise (en ne changeant que les types).
a` S11 (lignes 17–25) sont de´duites par le meˆme raisonnement. Cette de´claration de type alge´brique
ge´ne´ralise´ encode donc le point (i) de la de´finition de la consistance (section 9.5).
Les de´finitions de cP, cS, etc. et de state sont mutuellement re´cursives.
Il nous reste a` montrer comment ces types plus spe´cifiques enrichissent le typage de l’analyse par
cas sur les e´tats.
9.7.3 Implementation
E´tudions la de´finition de la fonction run qui est fournie dans la figure 9.6. Il est remarquable que
seules les annotations de type de run et de gotoE soient modifie´es. Le programme en lui-meˆme n’a
pas change´. Ceci montre que l’apport en pre´cision des de´clarations de GADT est l’unique raison pour
laquelle le programme devient plus suˆr.
Le type de run qui e´tait state→ stack→ int devient ∀α.α state→ α→ int (ligne 1). En clair, la
structure de la pile, repre´sente´e par le type α peut eˆtre arbitraire tant qu’elle reste consistance avec
l’e´tat courant. Partager la variable de type α entre le type de e´tat et celui de la pile nous permet de
refle´ter la corre´lation (on pourrait aussi dire la de´pendance) entre l’e´tat courant et la pile courante.
Par hypothe`se, s a le type α state. Graˆce a` notre de´finition de state sous la forme d’un type
alge´brique ge´ne´ralise´, examiner s (ligne 3) raffine notre connaissance de α. Par exemple, si il s’ave`re
que s co¨ıncide avec S9. Par de´finition du type state (figure 9.5, ligne 23), S9 a tous les types de la
forme τ ′ cE cP cT state et seulement ceux-la`. Ainsi, si s est e´gal a` S9, alors le type de´note´ par α
doit eˆtre de la forme τ ′ cE cP cT pour un certain type τ ′. Du point de vue du typage, il est donc
parfaitement licite d’enrichir le syste`me d’e´quations entre types par :
α = α′ cE cP cT, (1)
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ou` α′ est une variable de type choisie fraˆıche par rapport a` l’environnement.
Les actions  shift k  Expliquons maintenant pour quelles raisons une action  shift k 
(lignes 6–7) est bien type´e. E´tant donne´ que stack et s ont les types α et α state, la cellule SS (stack, S9)
en ligne 7 a le type α cS.
Posons τ ≡ α′ cE cP ou` α′ est la variable de type abstraite introduite dans le paragraphe pre´ce´dent.
Alors, l’e´quation (1) peut eˆtre e´crite α = τ cT qui par congruence implique
α cS = τ cT cS.
Ceci permet au typeur de de´duire que SS (stack, S9), dont le type est α cS, a aussi le type τ cT cS.
Pour finir, en instanciant la variable de type α en le type τ dans la de´finition de S7 (figure 9.5,
ligne 21), on montre que τ cT cS state est un type valide pour S7. Il vient par l’instanciation de α en
τ cT cS dans le type de run que run S7 (SS (stack, S9)) (ligne 7) est bien type´.
En re´sume´, nous avons ve´rifie´ que les deux cellules au sommet de la pile existent et sont associe´es
aux symboles T et *. C’est suffisant pour garantir que la nouvelle pile est cohe´rente avec l’e´tat 7. Le
fait qu’on est instancie´ α en τ dans la de´finition de S7 ou` τ vaut α′ cE cP signie que l’automate oublie
l’existence de ces deux cellules quand il effectue une action  shift k .
Les actions  reduce E  Expliquons ici pourquoi les actions  reduce E  (lignes 9–12) sont
bien type´es. La variable stack a le type α donc par l’e´quation (1), elle a aussi le type α′ cE cP cT. Il
est donc licite de filtrer stack par le motif :
ST (SP (SE (stack, s, x), ), , y), et cela a pour effet de lier stack, s, x et y a` des valeurs de
types α′, α′ state, int et int respectivement. Ce pattern matching ne peut de surcroˆıt pas e´chouer
car il s’agit seulement de la de´construction d’un n-uplet dont on connaˆıt parfaitement le nombre de
composantes. Comme x et y ont tous les deux le type int , l’expression x + y (ligne 11) est bien type´e
et la nouvelle pile stack (ligne 11) a le type α′ cE. Donc, l’appel a` gotoE (ligne 12) est valide.
Les fonctions  Goto  La taˆche de gotoE (lignes 17–23) est de recouvrer l’information qui
a e´te´ perdue lors de l’action  shift k . Quand gotoE est appele´e, on sait que la cellule qui est au
sommet de la pile est associe´e au symbole E. En effet, nous sommes alors en pleine re´duction d’une
production d’un symbole E donc nous venons de cre´er une cellule, dans le code run, avant d’invoquer
gotoE. Cependant, rien de plus n’est connu sur la pile. Pour re´cupe´rer l’information ne´cessaire sur le
reste de la pile, nous devons examiner l’e´tat qui se trouve dans la cellule plac¸e´e au sommet de la pile.
Cet e´tat est passe´ a` la fonction gotoE sous le nom s (ligne 18). Il s’agit de l’e´tat de l’automate dans
lequel on a initie´ l’analyse de E.
Imaginons que s est S4 (ligne 22). Conforme´ment au type e´nonce´ pour gotoE (ligne 17), s a le
type α state. Si on confronte cette information avec la de´finition de S4 (figure 9.5), on en conclut que
l’e´quation
α = α′ cL, (2)
est licite dans le contexte de typage (en choisissant la variable de type α′ suffisamment fraˆıche). De`s
lors, nous retrouvons l’information concernant la cellule suivante dans la pile. On apprend que la pile
n’est pas vide et que la cellule suivante est associe´e au symbole (. Ici, le succe`s d’un test dynamique,
l’analyse par cas sur s, fournit une information statique sur la forme de la pile. Cette proprie´te´ est
caracte´ristique des types alge´briques ge´ne´ralise´s.
Finalement, en instanciant α en α′ dans les types de run et S8, on obtient que run S8 a le type
α′ cL cE → int ce qui peut eˆtre e´crit α cE → int a` l’aide de l’e´quation (2). La valeur retourne´e
satisfait alors le type e´nonce´ pour gotoE (ligne 17).
Le cas ou` s est S0 est similaire.
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9.7.4 Re´sume´ et remarques
Nous avons encode´ une part de l’invariant de la figure 9.4 au sein des de´finitions de type de la
figure 9.5. Cela a permis la suppression des e´tiquettes attache´es aux cellules de la pile et par conse´quent
la suppression des tests redondants. Plus importante peut-eˆtre est la garantie obtenue : le code qui
extrait les valeurs se´mantiques de la pile lors des actions  reduce E  est maintenant suˆr.
On pourrait s’interroger sur la re´alite´ de la suppression du test dynamique car le programme en
lui-meˆme n’a pas change´. En fait, c’est la nouvelle information de typage qui permet de transformer
une analyse par cas non exhaustive en une analyse exhaustive. Comme il n’y a ici qu’un seul cas, il
n’est plus ne´cessaire pour le compilateur d’introduire une ve´rification.
La fonction gotoE effectue encore une analyse par cas non exhaustive (ligne 19) qui est donc
traduite en un test dynamique parce que le typeur n’a aucune information lui indiquant que les seuls
e´tats ayant pu initier l’analyse d’un E sont S0 et S4. En conse´quence, le compilateur doit e´mettre un
avertissement lors de la compilation et engendrer le code lanc¸ant une exception lors de l’exe´cution si
jamais s n’est pas l’un de ces deux e´tats. Il reste donc encore une faille permettant a` notre analyseur
syntaxique d’e´chouer si un bug est pre´sent dans le ge´ne´rateur. Nous allons nous attaquer a` ce proble`me
dans la section 9.8.
Le code de la ligne 9 de la figure 9.6 doit eˆtre capable d’acce´der a` la troisie`me cellule qui contient
stack, s et x sans examiner les deux cellules place´es au sommet de la pile (en utilisant le motif ). Ce
pre´requis semble interdire une repre´sentation des piles comme une type alge´brique ordinaire ou` l’e´tat
contenu par chaque cellule sert d’e´tiquette qui doit eˆtre observe´e pour pouvoir acce´der au reste de la
pile.
Dans cette imple´mentation, la pile de l’automate est explicitement alloue´e. Il existe une imple´men-
tation alternative, qui rend la pile implicite a` l’aide de la currification. Dans cette imple´mentation,
de´piler une cellule s’imple´mente en retournant une fonction qui consomme deux arguments (une valeur
se´mantique et un e´tat) alors qu’empiler une cellule sur la pile est effectue´ par un appel re´cursif a` la
fonction run avec deux arguments supple´mentaires (encore une fois, une valeur se´mantique et un e´tat).
Les types qui de´crivent les piles sont de´finis ainsi :
type (α, β) cell = β → α state→ α
Ici, le type β et le type α state repre´sentent respectivement la valeur se´mantique et l’e´tat qui sont
trouve´s en haut de la pile. Le α final encode la structure du reste de la pile. Le type de la fonction
run devient ∀α.α state → α. On remarque que la de´finition du type de state est inchange´e. On peut
ve´rifier que, avec ces de´finitions, l’application run S0 a le type empty, c’est-a`-dire, svE, comme de´sire´.
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De manie`re a` e´liminer le dernier test dynamique redondant de la fonction gotoE, il est ne´cessaire
de prouver que le parame`tre s doit valoir soit S0, soit S4. Comme s est originellement trouve´ dans
la pile durant une action  reduce E , nous devons garder une trace de l’identite´ des e´tats pre´sents
dans la pile.
Pour cela, on rajoute un nouveau parame`tre, ρ, au constructeur de type state. Informellement,
on peut dire que ρ est a` valeur dans l’ensemble des e´tats et que, par conse´quent, un e´tat a le type
(τ, ρ) state seulement si il est membre de l’ensemble ρ. Par exemple, si un e´tat a le type (α, {0, 4}) state
alors il peut eˆtre ou bien S0, ou bien S4 mais aucun autre.
Si on revient a` un discours plus technique, on doit se rendre a` l’e´vidence que les ensembles d’entiers
ne sont pas des types (en ML) donc ρ ne peut strictement pas eˆtre un ensemble d’entiers. On doit
donc passer par le chemin de´tourne´ d’un codage des ensembles d’entiers dans les types de ML. Nous
allons discuter cet codage (section 9.8.1) et ensuite nous allons expliquer comment de´finir le nouveau
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constructeur de type binaire state (section 9.8.2) pour finir sur l’e´tude des modifications apporte´es sur
le code de l’e´valuation de l’automate (section 9.8.3).
9.8.1 Encoder des ensembles d’entiers dans les types
Posons pre et abs, deux types abstraits qui vont repre´senter la notion de pre´sence et d’absence
respectivement (ils peuvent eˆtre de´finis par deux de´finitions de type alge´brique sans constructeur). On
peut alors encoder les ensembles d’e´tats sous la forme de 12-uplets dont les composantes vaudraient
pre, abs ou des variables de type.
Par exemple, l’ensemble constant {0, 4} peut eˆtre encode´ par le type pre× abs× abs× abs× pre×
abs× abs× abs× abs× abs× abs× abs. Pour gagner en lisibilite´, on e´crira {0, 4} pour ce type. Plus
ge´ne´ralement, si S est un ensemble arbitraire d’e´tats, nous e´crivons {S} pour le type produit dont la
composante nume´ro i est pre (respectivement abs) si et seulement si i ∈ S (respectivement i 6∈ S).
Un sous-ensemble arbitraire de {0, 4} peut eˆtre encode´ par le type γ0×abs×abs×abs×γ4×abs×
abs × abs × abs × abs × abs × abs, ou` γ0 et γ4 sont des variables fraˆıches. Nous e´crirons 〈0, 4〉 pour
un tel type. Plus ge´ne´ralement, si S est un ensemble arbitraire d’e´tat, nous e´crivons 〈S〉 pour le type
produit dont le composante nume´ro i est une variable fraˆıche γi (respectivement abs) si et seulement
si i ∈ S (respectivement i 6∈ S). Cette notation est concise mais particulie`rement informelle puisqu’elle
ne spe´cifie pas clairement comment les γi sont choisies. Nous nous contentons de cette approximation
pour simplifier la pre´sentation. Pour eˆtre plus formel, il faudrait indiquer ou` ces variables sont lie´es et
par rapport a` quel contexte exactement elles doivent eˆtre choisies fraˆıches.
Soient S et S′ deux ensembles d’e´tats. Deux proprie´te´s cle´s sont
(i) le type {S} est une instance du type 〈S′〉 si et seulement si S ⊆ S′,
(ii) le type 〈S〉 est une instance du type 〈S′〉 si et seulement si S ⊆ S′.
Nous sommes donc capables d’encoder la relation  est un sous-ensemble de  entre ensembles
d’e´tats dans le syste`me de type de ML bien qu’il ne s’appuie que sur l’unification et non sur une
notion de sous-typage. Cette me´thode est inspire´e du travail de Didier Re´my concernant la simulation
du sous-typage des enregistrements a` l’aide d’unification (Re´my, 1994). L’ide´e au centre de cette
me´thode a e´te´ inde´pendamment e´tudie´e par Matthew Fluet et Riccardo Pucella (Fluet & Pucella,
2002).
Ce codage fonctionne mais est extreˆmement peu concis quand l’automate posse`de beaucoup d’e´tats
puisque la taille de la repre´sentation d’un ensemble S est toujours proportionnelle au cardinal de
l’ensemble des e´tats de l’automate et non a` celui de S. Si le syste`me de type du langage hoˆte posse`de
des range´es (Re´my, 1994), on peut utiliser un codage plus e´conome en espace.
L’ide´e est d’encoder les ensembles d’e´tats a` l’aide de range´es dont les e´tiquettes sont les e´tats et
dont les composantes sont pre, abs ou des variables de type. Nous e´crivons maintenant {0, 4} pour la
range´e (0 : pre ; 4 : pre ; ∂abs) qui associe pre a` 0 et 4 et abs a` tous les autres e´tats. Nous e´crivons
〈0, 4〉 pour la range´e (0 : γ0; 4 : γ4; ∂abs). L’e´galite´ des range´es est de´finie modulo les re`gles suivantes
de commutation et d’expansion :
(s1 : τ1; s2 : τ2; τ) = (s2 : τ2; s1 : τ1; τ)
(s : τ ; ∂τ) = ∂τ
Cet codage ve´rifie les proprie´te´s (i) et (ii) de´crites plus haut. Bien suˆr, ces re`gles doivent eˆtre
inte´gre´es dans le typeur lorsqu’il de´cide l’e´galite´ des types et l’implication entre e´galite´s de type (pour
la partie du typeur lie´e aux types alge´briques ge´ne´ralise´s).
On peut reconnaˆıtre qu’aucun de ces deux codages n’est extreˆmement naturel et qu’il s’agit d’un
accident si le syste`me de type ML le permet. Des objets plus riches ne sont d’ailleurs tout simple-
ment pas encodables dans les types de ML. La seconde partie de cette the`se propose un langage
de programmation permettant l’expression, sans codage, d’invariants et de structures mathe´matiques
arbitrairement complexes.
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1 type empty = SEmpty
2 type (α, ρ) cP = SP of α× (α, ρ) state
3 type (α, ρ) cS = SS of α× (α, ρ) state
4 type (α, ρ) cL = SL of α× (α, ρ) state
5 type (α, ρ) cR = SR of α× (α, ρ) state
6 type (α, ρ) cI = SI of α× (α, ρ) state× int
7 type (α, ρ) cE = SE of α× (α, ρ) state× int
8 type (α, ρ) cT = ST of α× (α, ρ) state× int
9 type (α, ρ) cF = SF of α× (α, ρ) state× int
10
11 type state : (?, row)→ ? where
12 | S0 : (empty, {0}) state
13 | S1 : ∀γ¯.((empty, 〈0〉) cE, {1}) state
14 | S2 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4〉) cT, {2}) state
15 | S3 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4, 6〉) cF, {3}) state
16 | S4 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4, 6, 7〉) cL, {4}) state
17 | S5 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4, 6, 7〉) cI, {5}) state
18 | S6 : ∀αγ¯.(((α, 〈0, 4〉) cE, 〈1, 8〉) cP, {6}) state
19 | S7 : ∀αγ¯.(((α, 〈0, 4, 6〉) cT, 〈2, 9〉) cS, {7}) state
20 | S8 : ∀αγ¯.(((α, 〈0, 4, 6, 7〉) cL, 〈4〉) cE, {8}) state
21 | S9 : ∀αγ¯.((((α, 〈0, 4〉) cE, 〈1, 8〉) cP, 〈6〉) cT, {9}) state
22 | S10 : ∀αγ¯.((((α, 〈0, 4, 6〉) cT, 〈2, 9〉) cS, 〈7〉) cF, {10}) state
23 | S11 : ∀αγ¯.((((α, 〈0, 4, 6, 7〉) cL, 〈4〉) cE, 〈8〉) cR, {11}) state
24
25 val run : ∀αρ.(α, ρ) state→ α→ int
26 val gotoE : ∀αγ¯.(α, ρ) state→ (α, ρ) cE→ int
27 where ρ = 〈0, 4〉
Fig. 9.7: Codage de la totalite´ de l’invariant dans les types.
9.8.2 Types des e´tats
Une fois muni de la notation pour encoder les ensembles d’e´tats a` l’aide de types, nous pouvons
donner une de´finition du type state (figure 9.7). Il y a de grands changements par rapport a` la
de´finition pre´ce´dente (figure 9.5).
Le premier changement est pre´sent dans chaque ligne : le second parame`tre de state est contraint
de manie`re a` refle´ter l’identite´ de l’e´tat de manie`re exacte. Par exemple, S0 a un type de la forme
(. . . , {0}) state (ligne 12) ; S1 a un type de la forme (. . . , {1}) state (ligne 13) et ainsi de suite. Un type
de la forme (τ, {0}) state peut alors eˆtre habite´ seulement par S0 ; un type de la forme (τ, {1}) state
est habite´ uniquement par S1 et ainsi de suite. Cette technique qui consiste a` cre´er un type pour
chaque valeur s’appelle  type singleton .
Le second changement qu’on retrouve aussi sur chaque ligne est la pre´cision accrue de la description
de la forme de la pile. De´sormais, le premier parame`tre est modifie´ pour garder la trace de l’identite´
des e´tats contenus a` l’inte´rieur de la pile. Pour chaque cellule, une borne supe´rieure de l’identite´ de
l’e´tat qu’elle contient est de´note´e par un type de la forme 〈S〉. Par exemple, le type de´clare´ pour S2
est
∀αγ¯.((α, 〈0, 4〉) cT, {2}) state
(ligne 14), qui refle`te le fait que, de`s lors que l’e´tat courant est 2, la cellule au sommet de la pile
contient une valeur se´mantique associe´e au symbole T et un e´tat de l’ensemble {0, 4}. Par convention,
sur chaque ligne, le vecteur γ¯ repre´sente l’ensemble des variables de type utilise´es implicitement dans
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la abre´viation 〈S〉 lorsque l’on l’expanse en sa de´finition.
9.8.3 Imple´mentation
Le dernier changement est celui du type de run et de gotoE (lignes 25–27).
Le premier parame`tre de run a maintenant le type (α, ρ) state a` la place de α state. La variable ρ
n’est pas contrainte puisque run accepte n’importe quel e´tat.
Le premier parame`tre de gotoE a maintenant le type (α, ρ) state, ou` ρ est une notation pour 〈0, 4〉,
i.e. (0 : γ0; 4 : γ4; ∂abs). Nous utilisons consciemment une notation plutoˆt que d’e´crire simplement
〈0, 4〉 deux fois parce que cette dernie`re e´criture introduirait quatre variables de type fraˆıches γ0, γ4, γ′0
et γ′4 ce qui n’est pas le but recherche´ (on de´corre´lerait les deux types). Les variables de type γ0 et γ4
sont universellement quantifie´es : en effet, ici, γ¯ signifie γ0γ4.
E´tant donne´ que γ0 et γ4 sont universellement quantifie´es, elles peuvent eˆtre instancie´es a` volonte´
avec pre et abs. L’application gotoE S0 est donc bien type´e : en effet, par la proprie´te´ (i), le type {0}
est une instance du type 〈0, 4〉. De meˆme, gotoE S4 est bien type´. Cependant, aucun autre e´tat ne
peut eˆtre passe´ a` gotoE. Par exemple, l’application gotoE S1 est mal type´e parce que le type {1} n’est
pas une instance du type 〈0, 4〉.
Un typeur pour les types alge´briques ge´ne´ralise´s peut peut tirer profit de cette proprie´te´ pour
de´duire que l’analyse par cas a` l’inte´rieur de gotoE est exhaustive et ne peut pas e´chouer. Conside´rons,
par exemple, le cas de S1 qui est un cas syntaxiquement manquant. Supposons que S1 soit pre´sent
dans gotoE, alors l’e´quation suivante devrait eˆtre prise en compte pour ve´rifier le bon typage du corps
de la branche :
{1} = 〈0, 4〉,
c’est-a`-dire :
(1 : pre; ∂abs) = (0 : γ0; 4 : γ4; ∂abs),
ou` γ0 et γ4 sont fraˆıches. Par la proprie´te´ (i), cette e´quation est non satisfiable ce qui prouve qu’une
telle branche serait morte.
Le meˆme raisonnement peut eˆtre utilise´ pour tout e´tat diffe´rent de 0 et 4 ce qui permet de conclure
que l’analyse par cas est re´ellement exhaustive meˆme si elle ne met en jeu explicitement que deux cas.
Aucun avertissement n’apparaˆıt lors de la compilation. Cette proprie´te´ est l’e´limination du code mort
de´crite par Hongwei Xi (Xi, 1999) et par Franc¸ois Pottier et Vincent Simonet (Simonet & Pottier,
2005).
Nous laissons le lecteur ve´rifier que le code des actions  shift k  et  reduce E  demeure bien
type´ apre`s ces changements. La proprie´te´ (ii) est utilise´e pour ve´rifier les actions  shift k . Encore
une fois, en passant de la section 9.7 a` la section 9.8, nous n’avons eu a` modifier qu’un ensemble
restreint de de´clarations de type et d’annotations mais le programme lui-meˆme n’a pas e´te´ modifie´.
Le seul effet de ce supple´ment d’information de typage est de permettre au compilateur de ge´rer de
manie`re plus satisfaisante l’analyse par cas a` l’inte´rieur de gotoE. Aucun avertissement n’est produit
ce qui signifie que le compilateur garantit de´sormais que le programme s’e´value sans erreur et ne peut
pas e´chouer.
Toute l’information contenue dans le figure 9.4 est maintenant encode´e dans les types state. Quand
le typeur analyse le programme, il ve´rifie donc automatiquement que l’invariant de l’automate est
maintenu par le programme.
9.9 Optimisations
Nous concluons avec une liste d’optimisations optionnelles. Elles sont imme´diates mais le point
important est la robustesse de nos types : ils sont toujours valables a` travers ces transformations du
programme.
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1 type empty = SEmpty
2 type (α, ρ) cL = SL of α× (α, ρ) state
3 type (α, ρ) cE = SE of α× (α, ρ) state× int
4 type (α, ρ) cT = ST of α× (α, ρ) state× int
5
6 type state : (?, row)→ ? where
7 | S0 : (empty, {0}) state
8 | S4 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4, 6, 7〉) cL, {4}) state
9 | S6 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4〉) cE, {6}) state
10 | S7 : ∀αγ¯.((α, 〈0, 4, 6〉) cT, {7}) state
11
12 let rec gotoT : ∀αγ¯.(α, ρ) state→ (α, ρ) cT→ int
13 where ρ = 〈0, 4, 6〉 =
14 fun s →
15 match s with
16 | S0 → . . .
17 | S4 → . . .
18 | S6 →
19 (∗ Version inline´e de run9. ∗)
20 fun stack →
21 match peek() with
22 | KStar →
23 discard ();
24 run7 stack
25 | KPlus →
26 let ST (SE (stack, s, x), , y) =
27 stack in
28 let stack = SE (stack, s, x + y) in
29 gotoE s stack
30 | . . .
31 | →
32 raise SyntaxError
33
34 and gotoE : ∀αγ¯.(α, ρ) state→ (α, ρ) cE→ int where ρ = 〈0, 4〉 =
35 fun s →
36 match s with
37 | S0 →
38 run1
39 | S4 →
40 (∗ Version inline´e de run8. ∗)
41 . . .
Fig. 9.8: Une imple´mentation optimise´e.
Certains des e´tats qui sont pousse´s sur la pile ne sont jamais observe´s. Une observation de la table
goto montre que les seuls e´tats qui sont consulte´s par l’ope´ration  reduce S  sont 0, 4, 6 et 7. En
effet, tous les autres e´tats ont des lignes vides dans cette table. En re´sume´, il n’est pas pertinent de
pousser les e´tats 1, 2, 8 et 9 sur la pile. (Les e´tats 3, 5, 10 et 11 ne sont pas non pousse´s sur la pile
car aucune action  shift k  ne les conside`re). Ainsi, comme nous effectuons une action  shift k 
a` partir des e´tats 1, 2, 8 et 9, nous allouons une cellule qui ne contient pas d’e´tat. Nigel Horspool
et Michael Whitney (Horspool & Whitney, 1990) nomme cette ide´e  l’optimisation de l’empilement
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minimal .
Cette optimisation, ajoute´e a` notre de´cision pre´ce´dente de ne pas stocker les valeurs se´mantiques
de type unit sur la pile, entraˆıne que certaines actions  shift k  ne demandent aucune allocation.
Dans notre exemple, les transitions de ce type qui sortent des e´tats 1, 2, 8 et 9 sont associe´es aux
symboles terminaux dont les valeurs se´mantiques sont de type unit. Quand l’une de ces transitions est
emprunte´e, on ne modifie donc pas la pile, seulement l’e´tat courant.
Une autre optimisation consiste a` de´finir une version spe´cialise´e de run pour chaque e´tat : run0, run1
et ainsi de suite. Ces fonctions spe´cialise´es se voient attribuer des types qui refle`tent la connaissance
de la forme de la pile : par exemple, run9 a le type ∀α.α cE cP cT→ int . Le parame`tre s disparaˆıt :
les appels a` run S9 sont remplace´s par des appels a` run9. Cette optimisation est rendue possible par
le fait que la fonction run est toujours applique´e a` un e´tat constant.
Une fois cette optimisation applique´e, les repre´sentations de tous les e´tats autres que 0, 4, 6 et 7
ne sont plus utiles donc les constructeurs de donne´es associe´s sont supprime´s. En fait, certaines de
ces fonctions n’ont qu’un unique site d’appel et leur corps peut donc eˆtre mis en ligne. C’est le cas de
run8, run9, run10 et run11.
Finalement, nos de´finitions de types se re´duisent a` celles pre´sente´es dans la figure 9.8 (lignes 1–10).
Tous les constructeurs de donne´es excepte´s S0, S4, S6 et S7 ont disparu. En outre, les formes de pile
associe´es a` ces quatres e´tats ont e´te´ tre`s largement simplifie´es. Les cellules qui ne contenaient pas de
valeurs se´mantiques et contenaient les e´tats de l’ensemble {1, 2, 8, 9} ont disparu par la meˆme occasion.
Un fragment du programme final est donne´ dans la figure 9.8 (lignes 13–41). La de´finition de
run9 (lignes 19–32) est mise en ligne en son unique site d’appel a` l’inte´rieur de gotoT. L’action  shift
k  effectue une transition vers l’e´tat 7 (ligne 24) en invoquant run7. Aucune nouvelle celulle de pile
n’est alloue´e parce que ni l’e´tat 9, ni la valeur se´mantique () ne sont utiles. Dans l’action  reduce ,
seules deux cellules de la pile sont de´pile´es (lignes 26–27) parce que la cellule interme´diaire e´tait associe´e
au symbole + et ne contenait aucune information utile. La fonction auxiliaire gotoE reste inchange´e
excepte´ l’appel run S1 qui est remplace´ par run1 (ligne 38) et l’appel run S8 qui est remplace´ par la
version mise en ligne de run8 (ligne 40), encore une fois parce que run8 n’a pas d’autre site d’appel.
L’optimisation  goto direct  de Nigel Horspool et Michael Whitney (Horspool & Whitney, 1990)
est obtenue sans effort : quand une fonction goto contient un pattern matching qui ne discrimine que
sur un seul cas, le compilateur supprime tout test dynamique.
9.10 Conclusion
Nous avons explique´ comment l’extension des types alge´briques ge´ne´ralise´s permet d’exprimer des
analyseurs syntaxiques LR a` la fois efficaces et suˆrs. La suˆrete´ obtenue est plus forte que celle conside´re´e
habituellement en ML puisqu’elle garantit que le programme ge´ne´re´ s’e´value sans erreur et ne peut pas
e´chouer. La performance, quant a` elle, est obtenue par la suppression des tests dynamiques redondants
qui sont ne´cessaires pour rendre le programme bien type´ si on n’a pas les types alge´briques ge´ne´ralise´s.
Notons, par ailleurs, que notre codage des proprie´te´s dans les types est stable a` travers les optimisations
que nous avons imple´mente´es, ce qui montre sa pertinence. Nous trouvons ce re´sultat particulie`rement
amusant et caracte´ristique de l’expressivite´ acquise graˆce aux types alge´briques ge´ne´ralise´s.
9.11 Quelques utilisations connues des GADT
Dans cette section, nous faisons une liste non exhaustive des applications connues des GADT dans
la litte´rature.
I Origines des GADT (Pfenning & Lee, 1989) Si la formalisation des GADT a duˆ attendre l’article
de Hongwei Xi, les ide´es qui consistent a` indicer le type des termes par leur type objet dans un
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e´valuateur et d’avoir un raffinement des types dans chaque branche de cet e´valuateur en fonction du
cas syntaxique traite´ apparaˆıt dans un article de Franck Pfenning et Peter Lee (1989). Ils utilisent un
codage de Church classique pour encoder le match dans un langage polymorphique d’ordre 2 mais ils
donnent a` chaque branche un type plus pre´cis pour effectuer un raffinement.
I λ-calcul simplement type´ (Xi et al, 2003, Sheard, 2004) On peut ge´ne´raliser le langage T de
notre introduction pour traiter le λ-calcul simplement type´. Cette imple´mentation repose sur une
repre´sentation des variables a` l’aide des indices de De Bruijn (de Bruijn, 1972) et sur le codage de
l’environnement de typage dans un indice (sous la forme d’une liste de types, le type en position
i correspondant au type de la variable i). La litte´rature mentionne des imple´mentations utilisant
la syntaxe d’ordre supe´rieur (Xi et al , 2003, Donnelly & Xi, 2005) ou des sortes spe´cifiques pour
les variables (Sheard, 2005a) mais, assez curieusement, on ne trouve pas l’imple´mentation suivante
pourtant tre`s simple.
type term : ?→ ?→ ? =
| V ar : ∀env ty.indice env ty → term env ty
| App : ∀env ity oty.term env (ity → oty)→ term env ity → term env oty
| Fun : ∀env a b.term (a× env) b → term env (a→ b)
type indice : ?→ ?→ ? =
| Zero : indice (h× t) t
| Shift : indice h t→ indice (h× s) t
let rec lookup : ∀env ty.indice env ty → env → ty = λi env.
match i with
| Zero→ fst env
| Shift i→ lookup i (snd env)
let rec eval : ∀env ty.term env ty → env → ty = λt env.
match t with
| V ar i→ lookup i env
| App t1 t2→ (eval t1 env) (eval t2 env)
| Fun t→ λx.eval t (x, env)
La fonction lookup sert a` obtenir la valeur d’un indice dans l’environnement d’e´valuation. Comme
le type de l’environnement est synchronise´ avec l’ensemble des indices apparaissant dans le terme, il
suffit d’ite´rer sur l’indice et sur l’environnement pour obtenir la valeur associe´e a` l’indice. La fonction
eval maintient l’invariant de synchronisation de l’environnement et des variables libres du terme en
augmentant l’environnement a` chaque λ traverse´.
I Typage de Yampa (Nilsson, 2005) Yampa est un langage spe´cifique embarque´ dans Haskell a`
l’aide de combinateurs. Il fournit un ensemble d’outils pour la manipulation de signaux dans le cadre
de la programmation fonctionnelle re´active. Un traitement sur les signaux est de type SF α β ou` α
et β correspondent respectivement aux types d’entre´e et de sortie des signaux. Les traitements sont
compose´s a` l’aide de combinateurs. Le plus simple de ces combinateurs est >>> :: SF α β → SF β γ →
SF α γ, il construit une se´quence forme´e de deux traitement mis bout a` bout. Le type SF est un GADT
ce qui permet par exemple de donner au constructeur de donne´es de l’identite´ SFId le sche´ma de type
SF α α. De`s lors, dans la de´finition du combinateur >>>, une optimisation qui supprime l’identite´ dans
une se´quence est bien type´e :
>>> :: SF α β → SF β γ → SF α γ
. . .
SFId >>> s = s
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Cette de´finition est bien type´e car dans la branche montre´e ci-dessus α = β donc s a le type SF α γ.
I De´fonctionnalisation type´e (Pottier & Gauthier, 2004) La de´fonctionnalisation est la transfor-
mation d’un programme d’ordre supe´rieur en un programme du premier ordre par la suppression des
fonctions de premie`re classe. Ces dernie`res sont remplace´es par des fermetures, des donne´es de´crivant,
a` l’aide d’une e´tiquette, une fonction toplevel a` appeler et contenant un environnement de valeurs pour
les variables libres et les arguments effectifs. Chaque appel de fonctions est remplace´ par un appel a`
une fonction apply qui interpre`te les donne´es de la fermeture pour appeler la fonction voulue dans le
bon contexte. Pour maintenir le bon typage du programme transforme´, les e´tiquettes des fermetures
sont de´finies par un GADT de manie`re a` coder le type des fonctions de premie`re classe qu’on remplace.
Cette approche s’appuyant sur des GADT a e´te´ utilise´e pour obtenir des garanties de pre´servation
du typage de la transformation closure conversion par Stefan Monnier dans l’imple´mentation d’un
compilateur pre´servant les types en Haskell (Monnier & Guillemette, 2007).
I Polymorphisme intensionnel et programmation ge´ne´rique (Xi et al, 2003, Crary et al, 2002,
Hinze, 2003) Une des utilisations les plus courantes des GADT est de fournir une repre´sentation
dynamique des types statiques. Un test dynamique sur la repre´sentation du type α permet d’obtenir
une information statique α. On peut ainsi e´crire des fonctions ge´ne´riques, ou polytypiques, en observant
un descripteur dynamique de type.
I Simulation d’objets (Xi et al, 2003) On peut mode´liser un objet comme une fonction qui inter-
pre`te sous la forme de valeur les messages qu’on lui envoie. Pour donner un type a` cette fonction,
on utilise le GADT msg α des messages dont la re´ponse est de type α. Un objet est alors de type
∀α.msg α→ α. On imple´mente tre`s simplement a` l’aide d’un pattern matching sur le message rec¸u.
I Arbres rouges-noirs (Sheard, 2005a) Notre application sur les analyseurs LR (Pottier & Re´gis-
Gianas, 2006b) montre qu’il est possible de coder des invariants algorithmiques a` l’inte´rieur des indices
des GADT. Une autre illustration est l’imple´mentation des arbres rouges-noirs (Cormen et al , 2001)
a` l’aide de GADT. Voici le type des arbres rouges-noirs :
type zero : ?
type succ : ?→ ?
type red : ?
type black : ?
type subtree : ?→ ?→ ? =
| Leaf : subtree black zero
| RedNode : ∀n.subtree black n→ int → subtree black n→ subtree red n
| BlackNode : ∀n l r.subtree l n→ int → subtree r n→ subtree red (succ n)
| Fix : ∀n.subtree red n→ subtree black n
type tree : ? = Tree : ∀n.subtree black n→ tree
On peut ve´rifier que ce type code les invariants des arbres rouges-noirs suivants :
– Un nœud est soit rouge, soit noir.
– La racine d’un arbre est toujours noire.
– Toutes les feuilles sont noires.
– Si un nœud est rouge alors tous ses descendants sont noirs.
– Tous les chemins des feuilles a` la racine contiennent le meˆme nombre de nœuds noirs.
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I File purement fonctionnelle a la Kaplan Avec Nadji Gauthier, nous avons imple´mente´ une version
de la premie`re structure de donne´es de file purement fonctionnelle propose´e par Haim Kaplan (1999).
Pour parvenir a` garantir des ope´rations en temps constant (push, pop, inject, eject), cette structure de
donne´es utilise des invariants assez complexes. En particulier, le type des e´le´ments stocke´s par la file
n’est pas homoge`ne dans ses sous-structures. Pour eˆtre plus pre´cis, la file est imple´mente´ par une pile
de bloc. Chaque bloc est une liste dont le type des e´le´ments croˆıt de manie`re exponentielle (le premier
niveau est de type α, le second de type α× α, le troisie`me (α× α)× (α× α) ... etc). Il est important
que chaque bloc connaisse le type des e´le´ments du bloc suivant. Or, ce type est l’exponentielle de
la longueur de ce bloc. Graˆce a` un GADT, on peut coder cet invariant statiquement. Nous avons
imple´mente´ une version totalement certifie´e de cet algorithme dans un prototype de syste`me de preuves
pour la programmation fonctionnelle.
I Structure de donne´es coordonne´es (Ringenburg & Grossman, 2005) La coordination entre l’e´tat
de l’automate et la forme de sa pile vue dans le chapitre 9 est un exemple de structures coordonne´es
de´crites par Michael Ringenburg et Dan Grossman (2005). Dans le cas ge´ne´ral, il s’agit de maintenir
un invariant entre des donne´es physiquement disjointes. Les auteurs prennent l’exemple de deux listes.
L’une contient des e´le´ments de types he´te´roge`nes et l’autre contient des fonctions dont les types des
arguments sont synchronise´s avec les types des e´le´ments de la premie`re liste. Ils proposent un syste`me
de types de´die´s a` ce proble`me qui introduit une forme ge´ne´ralise´e de types existentiels. Nous avons
montre´ que leur syste`me est subsume´ par les GADT.
120 9. Application : Analyseur LR bien type´
DEUXIE`ME PARTIE
Preuve de programmes fonctionnels
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CHAPITRE DIX
Introduction
Comme nous l’avons explique´ dans l’introduction de cette the`se, le pouvoir d’expression des GADT
sont limite´es pour de´noter des invariants. Pour pallier a` cette limitation, plutoˆt que d’enrichir le lan-
gage des types, nous avons choisi d’e´tudier l’ajout de formules logiques a` un langage de programmation
fonctionnel pur a` l’aide d’une logique de Hoare, me´thode habituellement applique´e aux langages im-
pe´ratifs.
La logique de Hoare (Floyd, 1967, Hoare, 1969, Cousot, 1990) est une discipline qui consiste a`
annoter les programmes avec des formules logiques, appele´es  assertions , et a` extraire des for-
mules logiques, appele´es  obligations de preuve  a` partir d’un tel programme annote´. La validite´
des obligations de preuve, qui peut eˆtre ve´rifie´e soit manuellement, soit me´caniquement, entraˆıne la
correction du programme annote´. Cela signifie qu’elle garantit que les assertions sont des pre´dictions
statiques correctes du comportement dynamique du programme. Le processus de construction et de
ve´rification des obligations de preuve est quelques fois connu sous le nom de  ve´rification statique
e´tendue  (Detlefs et al , 1998b).
La logique de Hoare e´tait conc¸ue initialement pour un langage  a` boucles while  c’est-a`-dire un
langage impe´ratif e´quipe´ d’une construction d’ite´ration et d’un nombre fixe´ de variables globales et
modifiables. Les fonctions re´cursives et d’ordre supe´rieur ont e´te´ le sujet de beaucoup d’attention dans
les anne´es 70 et au de´but des anne´es 80 (Clarke, 1979, Apt, 1981, Damm & Josko, 1983, German et al ,
1983, Goerdt, 1985). Plus re´cemment, les structures de donne´es modifiables et alloue´es dynamiquement
ainsi que les fonctionnalite´s lie´es aux langages oriente´s objets ont e´te´ e´norme´ment e´tudie´es. Ceci
a conduit au de´veloppement d’outils de´die´s a` des langages comme C (Filliaˆtre & Marche´, 2004),
Java (Burdy et al , 2005, Flanagan et al , 2002, Marche´ et al , 2004, Beckert et al , 2007), et C# (Barnett
et al , 2004a).
Nous voulons mettre en avant la the`se que les syste`mes de preuve pour les langages impe´ratifs sont
plus complexes a` mettre en oeuvre que ceux de´die´s aux langages fonctionnels. La simplicite´ accrue
des langages fonctionnels permet de de´penser plus d’e´nergie pour s’attaquer a` des proprie´te´s cle´s
ne´cessaires au passage a` l’e´chelle de ces me´thodes comme la modularite´ ou l’abstraction. Une question
re´sume notre point de vue : e´tant donne´ que les programmes fonctionnels sont connus pour eˆtre plus
simples a` prouver corrects, pourquoi cette activite´ n’est pas devenu une routine quotidienne, quarante
ans apre`s les papiers fondateurs de Robert Floyd et C.A.R. Hoare ?
10.1 Sur le couˆt de la programmation impe´rative
La the`se affirmant que la programmation fonctionnelle est supe´rieure a` la programmation impe´ra-
tive n’est pas nouvelle (Hughes, 1989). Cependant, il est bon de rappeler quelques difficulte´s inhe´rentes
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au raisonnement sur les programmes travaillant sur un e´tat modifiable.
Dans un langage impe´ratif moderne, tous les objets alloue´s dans le tas sont modifiables. Il en
de´coule qu’un raisonnement a` l’aide d’entite´s abstraites comme des paires, des listes ou des arbres,
etc., est remplace´ par un raisonnement de plus bas niveau s’appuyant sur des graphes, des chemins,
etc. Plus concre`tement, le programmeur est contraint d’e´crire et de prouver des formules mettant
en jeu des associations des adresses en me´moire vers les blocs en me´moire (Mehta & Nipkow, 2005,
Filliaˆtre & Marche´, 2004).
La possible pre´sence d’alias signifie que, du moment ou` un bloc de me´moire quelconque est modifie´,
la me´moire qui est accessible a` travers n’importe quel pointeur sur ce bloc est potentiellement affecte´e.
De manie`re a` garder sous controˆle ces effets de bord, on introduit en ge´ne´ral des me´canismes pour
affirmer des proprie´te´s de se´paration, indiquant que certaines paires de pointeurs ne travaillent pas
dans la meˆme zone me´moire. Ces assertions peuvent eˆtre soit explicites (auquel cas tre`s lourdes) ou
bien implicites (Reynolds, 2002).
Quand la modularite´ et les traits oriente´s objet rentrent en sce`ne, les choses deviennent encore plus
complique´es. Il est souvent agre´able pour un module ou un objet de maintenir un e´tat prive´ (local)
conjointement a` un invariant prive´. Ve´rifier que l’e´tat prive´ reste prive´ et que cet invariant ne peut pas
eˆtre viole´ est un proble`me non trivial connu sous le nom d’ exposition de la repre´sentation  (Detlefs
et al , 1998a, Leino & Nelson, 2002). Quelques syste`mes de type base´s par exemple sur la notion de
 type d’appartenance  (Clarke et al , 1998) ou sur les types line´aires et les re´gions (Fa¨hndrich &
DeLine, 2002) ont e´te´ conc¸us pour proposer des solutions a` ces proble`mes.
10.2 Objectifs
Nous n’affirmons pas que les proble`mes mentionne´s plus hauts ne me´ritent pas d’eˆtre e´tudie´s : au
contraire, ils sont fascinants. Ne´anmoins, il est dommage que nous n’ayons pas aujourd’hui des outils
ve´rifiant la correction des programmes fonctionnels. Voila` pourquoi nous avons de´cide´ d’e´tudier la
logique de Hoare dans le cadre des programmes sans e´tat. Traiter les programmes ML idiomatiques
qui exploitent l’e´tat modifiable avec parcimonie et discipline est une voie de recherche possible par la
suite.
Les programmes que nous voulons prouver ici s’appuient fortement sur des fonctions (e´ventuelle-
ment d’ordre supe´rieur), des structures de donne´es alge´briques et du polymorphisme. Nous pensons
qu’il est plus simple d’extraire des obligations de preuve courtes et naturelles a` partir de ces pro-
grammes quand ils sont annote´s par des spe´cifications.
L’e´limination de l’e´tat a deux inte´reˆts principaux. Pour l’utilisateur, cela conduit a` des spe´cifica-
tions et des obligations de preuve plus simples. Le de´veloppeur du syste`me peut se focaliser sur le
polymorphisme, l’abstraction de type et la modularite´. L’importance de ces proprie´te´s ne doit pas eˆtre
sous-estime´e car la capacite´ a` de´velopper et a` ve´rifier des composants de programmes inde´pendamment
augmente l’efficacite´ du de´veloppement.
Aujourd’hui, il n’existe pas a` notre connaissance d’outil qui permet d’extraire des obligations de
preuve a` partir de programmes fonctionnels de´core´s par des assertions logiques. On reviendra sur les
travaux existants dans le chapitre 16. Nous voulons combler ce manque.
10.3 Contribution
Cette partie va pre´senter la conception d’un langage polymorphiquement type´ et d’ordre supe´rieur
ou` les programmes sont annote´s par des assertions exprime´es dans une logique type´e, polymorphe
et d’ordre supe´rieur. Nous de´finissons une proce´dure pour extraire des obligations de preuve des
programmes et nous montrons que ce processus est correct. Cette proce´dure a e´te´ imple´mente´e dans
un prototype qui a servi a` prouver des programmes non triviaux.
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On de´crit maintenant quelques aspects techniques de notre approche.
Nous nous focalisons sur la correction partielle. En particulier, on accepte des programmes qui
ne terminent pas force´ment. On pourrait tre`s bien restreindre le langage de programmation pour
contraindre la terminaison mais nous estimons que forcer la terminaison de tout programme est abusif
dans le cas d’un langage de programmation ge´ne´raliste. C’est a` l’utilisateur de de´terminer quelles sont
les proprie´te´s du code qui ne´cessite une preuve et d’inse´rer des assertions logiques le cas e´che´ant. Un
programmeur peut tre`s bien e´crire des programmes sans assertion et ne pas avoir d’obligations de
preuve a` traiter. Il n’y a donc aucun couˆt a` utiliser notre me´thodologie.
Les valeurs, les programmes, les types et les formules logiques appartiennent a` des cate´gories
syntaxiques distinctes. Les preuves n’apparaissent pas dans les programmes : les obligations de preuve
sont de´le´gue´es a` un prouveur externe (qui doit donc faire partie de la base de confiance si il ne produit
pas de termes de preuve).
Nous n’immisc¸ons pas les valeurs, les programmes ou les formules dans les types. Nos types sont
donc des termes du premier ordre : ils comptent parmis eux les variables de type, les types alge´briques
parame´tre´s, les types fonctionnels, tout comme en ML. En conse´quence, l’infe´rence de type dans le
style de Milner (Milner, 1978) est possible. L’infe´rence de type ne produit donc aucune obligation de
preuve.
Le corollaire de ce choix est l’absence de types de´pendants, tels que le type des listes indexe´ par
leurs tailles (Xi, 1998) mais nous les simulons comme suit : plutoˆt que de´clarer qu’une variable x a le
type list n, nous disons que x a le type list et nous affirmons la formule logique length(x) = n. Ici, la
fonction length doit eˆtre de´finie inductivement au niveau logique.
Les formules peuvent faire re´fe´rence aux valeurs mais pas aux programmes. C’est important car
les valeurs sont pures alors que les programmes peuvent eˆtre potentiellement impurs. Bien que notre
logique ne puisse raisonner explicitement sur l’e´tat, il est toutefois correct d’e´valuer des programmes
qui mettent en jeu de la non-terminaison, du non-de´terminisme, des entre´es-sorties ou un e´tat mo-
difiable (lire un flux d’entre´e ou de´re´fe´rencer un pointeur peuvent eˆtre vues comme des ope´rations
non-de´terministes). Dans ce cas, il est toujours possible d’e´tablir des proprie´te´s qui ne de´pendent pas
du comportement des ope´rations impures. Cela signifie que, par exemple, on peut prouver la correction
d’un programme fonctionnel meˆme si il a e´te´ instrumente´ avec des instructions impures de de´bogage,
chronome´trage ou affichage.
Dans notre langage de programmation, les fonctions qui sont potentiellement impures sont des
valeurs donc elles peuvent apparaˆıtre dans les formules. Que signifie la re´fe´rence dans une formule a`
une fonction calculatoire f du type, disons, τ1
.−→ τ2 ? Notre re´ponse est de voir f dans le monde
logique sous la forme d’une paire de pre´dicats qui repre´sente la pre´condition et la postcondition de f .
Autrement dit, quand on l’utilise a` l’inte´rieur d’une formule, f a le type (τ1 → prop)×(τ1 → τ2 → prop).
Les deux projections de paire, e´crite pre et post, peuvent eˆtre utilise´e pour faire re´fe´rence a` chaque
composante de la paire. Ainsi, pre(f) and post(f) sont des notations le´ge`res pour faire re´fe´rence a`
la pre´condition et a` la postcondition de f . Quand f est une fonction lie´e localement par un let, ce
me´canisme peut eˆtre vu comme le nommage des spe´cifications de la fonction par des abre´viations.
Quand f est inconnue car lie´e par un λ ou un ∀, ces ope´rateurs sont tre`s utiles pour e´crire des
spe´cifications de fonctions d’ordre supe´rieur.
Pour re´sumer, bien que les outils techniques que nous exploitons soient standard, nous croyons qu’il
y a a` gagner a` attirer l’attention sur la combinaison de simplicite´ et de puissance qu’offrent nos choix
techniques. Quand il est e´tendu avec un syste`me de module adapte´ et avec un sche´ma de compilation
vers, par exemple, O’Caml alors notre outil peut eˆtre utilise´ pour ve´rifier la correction de compo-
sants purement fonctionnels qui peuvent eˆtre utilise´s dans de plus grands programmes e´ventuellement
impe´ratifs.
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10.5 Plan
Cette partie est organise´e comme suit. Tout d’abord, nous introduisons rapidement la logique
d’ordre supe´rieur dans laquelle les assertions et les obligations de preuve vont eˆtre exprime´es (chapitre
11). Ensuite, nous pre´sentons la syntaxe et la se´mantique d’un langage noyau fonctionnel dont les
expressions portent des assertions logiques (chapitre 12). Nous de´crivons son syste`me de type ainsi
qu’une proce´dure d’extraction des obligations de preuve a` partir des programmes (chapitre 13) et
nous discutons de la manie`re dont ces obligations de preuve sont transforme´es pour eˆtre convoye´es
vers des prouveurs externes. Nous donnerons ensuite quelques exemples. Enfin, nous discuterons de
quelques extensions utiles de ce langage noyau (chapitre 14) que nous utiliserons dans une application
concre`te imple´mentant des arbres binaires e´quilibre´s (chapitre 15). Nous pre´senterons enfin les travaux
existants dans ce domaine (chapitre 16).
CHAPITRE ONZE
La logique sous-jacente
Dans ce chapitre, on de´crit la logique d’ordre supe´rieure polymorphiquement type´e (note´e PHOL)
dans laquelle sont exprime´es les assertions logiques du syste`me. Cette logique est standard et ses
proprie´te´s me´ta-the´oriques ont e´te´ e´tudie´es dans la litte´rature (Andrews, 1986). Le fait de ne pas
utiliser une logique exotique (contrairement a` d’autres approches (Kieburtz, 2002, Honda & Yoshida,
2004)) permet le traitement des obligations de preuve par des prouveurs automatiques pour la logique
du premier ordre (apre`s un codage standard de l’ordre supe´rieur vers le premier ordre) et par des
assistants de preuve comme Coq.
11.1 Syntaxe
Nous nous appuyons sur une logique standard d’ordre supe´rieur (Andrews, 1986) dont les types
et les termes sont donne´s par la figure 11.1. La seule particularite´ de notre logique est son typage
polymorphe. Les types θ incluent les variables de type, les types inductifs parame´tre´s, les types fonc-
tionnels, les types produits et le type prop des propositions logiques. Dans la suite, la syntaxe des
termes est e´tendue par les sucres syntaxiques habituels pour la proposition fausse, la disjonction,
l’implication, l’e´quivalence, la quantification existentielle, etc.
Les re`gles de typage apparaissent dans la figure 11.3. En ge´ne´ral, nous e´crivons t pour les termes
d’un type arbitraire. Nous e´crivons F pour les formules, c’est-a`-dire les termes de type prop et P pour
les pre´dicats c’est-a`-dire les termes de type θ → prop.
Notre logique n’est pas simplement type´e. Comme notre langage de programmation (chapitre 12)
est polymorphe et comme nous voulons injecter toutes les valeurs calculatoires au niveau logique, la
logique doit elle aussi eˆtre polymorphe. Pour cette raison, nous avons des sche´mas de type logique
ς ::= ∀α. θ et chaque utilisation d’une variable x est annote´e explicitement par un vecteur de type θ
indiquant la manie`re dont le sche´ma de type associe´ a` x doit eˆtre instancie´.
La syntaxe des formules inte`gre la quantification universelle sur les variables de type qui permet
d’e´noncer une proprie´te´ valide quelque soit le type. Par exemple, si la relation logique id imple´mente
l’identite´ polymorphe et si elle a le sche´ma de type ∀α. α → α → prop, la formule suivante est bien
forme´e et valide :
∀α.∀(x1 : α).∀(x2 : α).
(
id α (x1) (x2)⇔ x1 = x2
)
Une telle quantification universelle peut eˆtre instancie´e arbitrairement : par exemple, une des
conse´quences de la formule pre´ce´dente est :
∀(x : int).id int (x) (x).
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Types logiques
θ ::= α Variable
| ε θ Donne´es
| θ → θ Fonction
| θ × θ Produit
| prop Proposition
ς ::= ∀α. θ Sche´ma de type
Environnement de type logique
∆ ::= ∅ Nil
| ∆, (x : ς) Variable
| ∆, α Variables de type
Termes logiques
t, F, P ::= x θ Variable
| D θ (t, . . . , t) Donne´es
| λ(x : θ).t Abstraction
| t (t) Application
| (t, t) Produit
| pi1 Projection (e´crite aussi pre)
| pi2 Projection (e´crite aussi post)
| true Ve´rite´
| t = t E´galite´
| t ∧ t Conjonction
| ¬ t Ne´gation
| ∀(x : ς).t Quantification universelle
| ∀α.t Quantification sur les types
Fig. 11.1: La logique (syntaxe).
Par souci de clarte´, nous e´crivons id α et id int a` la place de id uniquement. Dans le langage re´el, ces
annotations de type peuvent eˆtre omises graˆce a` l’infe´rence de type dans le style de Hindley-Milner
qui est applique´e a` la fois sur le code et sur les formules.
La logique posse`de des types inductifs. Nous supposons que chaque constructeur de type inductif
ε est accompagne´ d’une arite´ entie`re fixe´e et que chaque application ε θ la respecte. Nous supposons
de plus que ε est associe´ a` un nombre fini de constructeurs de donne´es D auxquels sont associe´s des
sche´mas de type de la forme :
∀α. θ1 → . . .→ θn → ε α
Nous forc¸ons les sche´mas de type associe´s a` ces constructeurs a` remplir une condition de posi-
tivite´ (Paulin-Mohring, 1992) qui est informellement re´sume´e comme suit : dans le sche´ma de type
suivant, le constructeur de type ε (ou n’importe quel constructeur de type dont la de´finition est mu-
tuellement re´cursive avec la de´finition de ε) ne doit pas apparaˆıtre a` gauche d’une fle`che a` l’inte´rieur de
θ1, . . . , θn. La caracte´risation formelle de la stricte positivite´ s’appuie sur la de´finition des occurrences
dans un type θ, positives et ne´gatives, des constructeurs de type ε1, . . . εn de´finis mutuellement.
De´finition 11.1.1 (Occurrences positives et ne´gatives de constructeurs de type)
L’ensemble des occurrences positives (respectivement ne´gatives), note´ Occ+T (respectivement Occ
−
T ),
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(∆, (x : ς))(x) = ς
(∆, (x1 : ς))(x2) = ∆(x2) if x1 # x2
(∆, α)(x) = ∆(x) if α # ∆(x)
Fig. 11.2: Acce`s a` l’environnement logique.
∆(x) = ∀α. θ
∆ ` x θ : [α 7→ θ]θ
D : ∀α. θ1 → . . .→ θn → ε α
∀i ∆ ` ti : [α 7→ θ]θi
∆ ` Dθ (t1, . . . , tn) : ε θ
∆, (x : θ1) ` t : θ2
∆ ` λ(x : θ1).t : θ1 → θ2
∆ ` t1 : θ1 → θ2
∆ ` t2 : θ1
∆ ` t1 (t2) : θ2
∀i ∆ ` ti : θi
∆ ` (t1, t2) : θ1 × θ2
∆ ` t : θ1 × θ2
∆ ` pii (t) : θi ∆ ` true : prop
∀i ∆ ` ti : θ
∆ ` t1 = t2 : prop
∀i ∆ ` ti : prop
∆ ` t1 ∧ t2 : prop
∆ ` t : prop
∆ ` ¬ t : prop
∆, (x : ς) ` t : prop
∆ ` ∀(x : ς).t : prop
∆, α ` t : prop
∆ ` ∀α.t : prop
Fig. 11.3: La logique (syste`me de type).
d’un ensemble de constructeurs de type T = ε1, . . . , εn au sein d’un type θ sont de´finies inductivement
ainsi :
Occ+T (α) = ∅
Occ+T (ε θ ) = {²} si ε ∈ T
Occ+T (ε θ ) = ∅ sinon
Occ+T (θ1 → θ2) = 1.Occ−T (θ1) ∪ 2.Occ+T (θ2)
Occ+T (θ1 × θ2) = 1.Occ+T (θ1) ∪ 2.Occ+T (θ2)
Occ−T (α) = ∅
Occ−T (ε θ ) = ∅
Occ−T (θ1 → θ2) = 1.Occ+T (θ1) ∪ 2.Occ−T (θ2)
Occ−T (θ1 × θ2) = 1.Occ−T (θ1) ∪ 2.Occ−T (θ2)
On peut maintenant de´finir la stricte positivite´ requise pour la bonne formation de nos de´finitions
de types alge´briques.
De´finition 11.1.2 (Bonne formation des de´finitions mutuelles d’ADTs)
Soit T = {ε1, . . . , εn}, un ensemble de constructeurs de type de´finis mutuellement a` l’aide de n familles
de constructeurs de donne´es note´es (Dki ) k∈1,...,n
i∈1,...,mk
telles que Dki : ∀α.θi,k1 → . . . → θi,kpi,k → εk α. Ces
de´finitions sont bien forme´es si et seulement si ∀i, j, k.Occ−T (θi,kj ) = ∅ ¦
Bien qu’il y ait une forme d’introduction pour les types inductifs – l’application des constructeurs
de donne´es D – il n’y a pas de forme d’e´limination. Un me´canisme pour de´finir des fonctions sur ces
types est essentiel en pratique mais il n’est pas ne´cessaire pour ge´ne´rer les obligations de preuve donc
il est omis pour le moment.
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11.2 Interpre´tation
Nous supposons que la logique est munie d’une interpre´tation cohe´rente a` l’aide d’un mode`le (An-
drews, 1986) de manie`re a` ce que toute formule close, valide et bien forme´e s’e´value dans le mode`le en
la valeur vraie.
Nous supposons que le mode`le est compatible avec l’e´galite´. En particulier, il est toujours compa-
tible avec la re´flexivite´.
Proprie´te´s du mode`le 1 Dans le mode`le, l’e´galite´ est re´flexive, transitive et syme´trique.
Nous supposons que le mode`le est compatible avec la βη-e´quivalence.
Proprie´te´s du mode`le 2 Si le mode`le valide F1 et F1 =βη F2 alors il valide aussi F2.
Enfin, le mode`le interpre`te les valeurs de types alge´briques de fac¸on a` eˆtre compatible avec les
axiomes suivants :
Proprie´te´s du mode`le 3 Dans le mode`le, D (v1, . . . , vn) = D (v′1, . . . , v
′
n) est e´quivalent a` pour tout
i ∈ 1 . . . n, vi = v′i.
Proprie´te´s du mode`le 4 Si le type alge´brique ε est de´fini par n constructeurs de donne´es D1, . . . , Dn
de sche´mas de types respectifs ∀α.θ11 × . . . θ1m1 → ε(α), . . . , ∀α.θn1 × . . . θnmn → ε(α) alors le mode`le va-
lide
∀α.∀(x : ε(α)).
n⋃
i=1
∃(x1 : θi1, . . . , xmi : θimi).x = Di(x1, . . . , xmi)
Proprie´te´s du mode`le 5 Pour les tous les constructeurs Di du type alge´brique ε, on a pour tout i
et j distincts, le mode`le qui valide Di v1 . . . vn 6= Dj v′1 . . . v′m
En somme, le mode`le doit donc se comporter comme une Σ-alge`bre multi-sorte´e.
11.3 De´finition de fonctions logiques et de pre´dicats
Les re`gles de ge´ne´ration des obligations de preuve que nous verrons dans le chapitre 13 ne ne´ces-
sitent pas l’introduction a` proprement parler de pre´dicats inductifs ou de fonctions logiques. En effet,
les pre´dicats seront traite´s de manie`re opaque, sans interpre´tation.
Ne´anmoins, pour pouvoir traiter les obligations de preuves a` l’aide d’un prouveur externe, on
doit fournir la de´finition des pre´dicats et des fonctions logiques. Pour eˆtre compatible avec Coq,
nous traitons un sous-ensemble des fonctions et des pre´dicats inductifs du calcul des constructions
inductives.
Les fonctions logiques sont de´finies par la syntaxe :
logic fun f : ∀α.θ1 → θ2 =
| p1 → t1
| . . .
| pn → tn
Plusieurs proprie´te´s doivent eˆtre ve´rifie´es pour que cette de´finition soit bien fonde´e. D’une part, la
re´cursion doit eˆtre structurelle (les appels re´cursifs a` la fonction f doivent eˆtre faits sur des sous-termes
stricts de l’argument). D’autre part, on doit s’assurer que la fonction est totale. Pour cela, on exige
une clause pour chaque cas possible du type alge´brique. Ces restrictions sont assez fortes mais elles
ne sont pas une limitation tre`s importante pour une premie`re version du syste`me.
La syntaxe des pre´dicats inductifs est :
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inductive p : ∀α.θ → prop =
| F1
| . . .
| Fn
Chaque cas Fi du pre´dicat inductif doit avoir comme conclusion une application du pre´dicat p. De
plus, chaque occurrence de p dans ces formules doit eˆtre strictement positive a` la manie`re des pre´dicats
inductifs de Coq (Paulin-Mohring, 1992).
11.4 Interfac¸age avec COQ
Notre logique type´e et d’ordre supe´rieur est incluse dans le calcul des constructions inductives qui
est la logique sous-jacente de Coq (The Coq development team, 2006). Exporter une obligation de
preuve vers Coq est donc une simple affaire de formatage.
Coq est un prouveur interactif. Pour de´charger l’obligation de preuve, l’utilisateur doit e´crire un
script de preuve. Un proble`me ouvert est la maintenance de ces scripts tout au long de l’e´volution du
programme. La localisation des obligations de preuve peut changer le´ge`rement ainsi que leur e´nonce´.
Peut-eˆtre qu’une solution consiste a` ne prouver manuellement que les lemmes qui sont explicitement
e´nonce´s et explicitement nomme´s et a` utiliser un prouveur automatique pour toutes les obligations
de preuve restantes. Il est alors plus simple de maintenir une correspondance entre les obligations de
preuve et les fichiers Coq cre´e´s par l’utilisateur.
11.5 Interfac¸age avec la logique du premier ordre polymorphique
11.5.1 Motivations
Ergo (Conchon & Contejean, 2006) est un prouveur totalement automatique de the´ore`mes e´nonce´s
dans une logique type´e, polymorphe et du premier ordre (note´e PFOL). Sa conception est en partie
inspire´e de Simplify (Detlefs et al , 2005). Par contre, la logique d’Ergo est type´e et polymorphe
contrairement a` celle de Simplify qui est non type´e. De notre point vue, cela rend la logique plus
inte´ressante que celle de Simplify. En effet, les obligations de preuve qui sont dans le fragment du
premier ordre de notre logique peuvent eˆtre envoye´es directement a` Ergo.
En plus de la logique du premier ordre, Ergo a un support natif de l’arithme´tique line´aire et de la
the´orie des constructeurs (c’est-a`-dire des symboles de fonction tels que f(x) = f(y) implique x = y).
Ce point rend plus performant le raisonnement sur des structures de donne´es alge´briques.
Dans le cas ge´ne´ral, nos obligations de preuve sont naturellement exprime´es dans une logique
d’ordre supe´rieur comme le montre notre pre´sentation. Ne´anmoins, la logique d’ordre supe´rieur peut
se coder dans la logique du premier ordre. Un codage standard introduit un pre´dicat  apply  qui
aide a` simuler la β-conversion (Kerber, 1991).
Dans notre cas, ce codage peut eˆtre ajuste´ pour sembler tre`s naturel. Les symboles pre et post
qui, jusqu’a` maintenant, ont e´te´ vus comme des projections pour les paires peuvent eˆtre re´interpre´te´s
comme des pre´dicats et simuler l’application en plus de la projection. De plus, nous pouvons trans-
former pre en un pre´dicat binaire et post en un pre´dicat ternaire pour e´viter l’application currifie´e des
fonctions. Pour re´capituler, a` la place des formules d’ordre supe´rieur :
f = (λ(x1 : θ1).F1, λ(x1 : θ1).λ(x2 : θ2).F2),
on peut e´crire :
∀(x1 : θ1).(pre(f, x1)⇔ F1)
∧ ∀(x1 : θ1).∀(x2 : θ2).(post(f, x1, x2)⇔ F2)
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Types des objets
T ::= α Variable de type
| ε (T ) Application de type
Pre´dicats
P ::= true Proposition vraie
| false Proposition fausse
| p(o, . . . , o) Application
| v = v E´galite´
| P ∧ P Conjonction
| P ∨ P Disjonction
| ¬P Ne´gation
| ∃(x : T ).P Quantification existentielle
| ∀(x : T ).P Quantification universelle
Objets
o ::= x Variables
| f (o) Applications
De´clarations
D ::= pred p : ∀α.T → prop Pre´dicat
| val v : ∀α.T → T Valeur
| axiom ∀α.P Axiome
| type ε [n] Constructeur de type (et son arite´)
Fig. 11.4: Syntaxe de la logique du premier ordre polymorphe.
La paire et les trois λ-abstractions ont e´te´ η-expanse´es, et les projections et les applications de symboles
ont e´te´ fusionne´s dans les applications de pre et post. Si on suppose que F1 et F2 sont du premier
ordre alors la formule obtenue est du premier ordre.
La section 11.5.2 pre´sente la syntaxe et le syste`me de type de la logique du premier ordre poly-
morphe que nous ciblons.
11.5.2 La logique du premier ordre polymorphe
La syntaxe de la logique du premier ordre polymorphe est rappele´e par la figure 11.4. La diffe´-
rence essentielle entre PFOL et PHOL est la quantification qui ne peut pas se faire sur des pre´dicats
dans PFOL. Notons aussi que la quantification sur les types de PFOL ne permet e´videmment pas la
quantification sur les types de pre´dicats.
11.5.3 Codage de PHOL vers PFOL
Codage du noyau
Nous utilisons la traduction de´crite par Gilles Dowek, The´re`se Hardin et Claude Kirchner (Dowek
et al , 2001). Il s’agit d’une sorte de de´fonctionnalisation (Reynolds, 1990, Pottier & Gauthier, 2004) ,
encore appele´ λ-lifting : les pre´dicats utilise´s comme valeurs de premie`re classe vont eˆtre code´s sous
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la forme d’objets de la logique. Un pre´dicat note´ ε permet leur interpre´tation.
Notre contribution est d’adapter cette traduction classique a` un monde polymorphiquement type´ et
de faire quelques ajustements pour que le re´sultat du codage soit adapte´ aux prouveurs automatiques.
Pour mener a` bien ce codage, nous avons donc besoin de plusieurs constantes et constructeurs de types
pour de´noter les pre´dicats comme des objets :
– le type o correspond au type des de´notations des termes au niveau objet ;
– le constructeur de type ofun d’arite´ 2 est le type des objets de´notant des fonctions (logiques ou
des pre´dicats) ;
– le symbole de fonction apply de type ∀αβ.(ofun (α, β), α)→ β correspond a` l’application d’une
fonction au niveau objet.
– le symbole de pre´dicat ε de type o→ prop correspond a` l’interpre´tation de la de´notation objet.
– les constantes correspondant aux connecteurs logiques.
Comme indique´ dans (Dowek et al , 2001), il est ne´cessaire de rajouter des axiomes d’extensionnalite´
pour que ce codage soit correct et complet.
Codage de l’e´galite´
Meˆme si le codage est correct et complet, les prouveurs automatiques du premier ordre ont des
strate´gies de re´solution peu enclines a` utiliser les the´ore`mes d’interpre´tation. Les me´thodes utilise´es
cherchent a` controˆler le nombre d’instanciations des lemmes, passer par une couche d’interpre´tation
n’est donc pas tre`s efficace en ge´ne´ral.
Beaucoup de prouveurs automatiques utilisent l’algorithme congruence closure pour maintenir
efficacement les classes d’e´quivalence entre termes (et factoriser ainsi le travail d’instanciation). Coder
les e´galite´s handicape donc le prouveur puisqu’il doit passer par des lemmes d’interpre´tation pour les
obtenir.
Quand c’est possible, on essaie donc de traduire les e´galite´s entre des objets d’ordre supe´rieur sans
utiliser le passage par les combinateurs d’interpre´tation. En effet, lorsque l’on a par exemple deux
fonctions logiques e´galise´es ainsi :
λx.f(x) = λy.g(y)
Il suffit de renommer la variable y en x pour re´e´crire cette e´galite´ en
∀x.f(x) = g(x)
Le meˆme raisonnement s’applique aux pre´dicats mais on utilise alors le connecteur d’e´quivalence
logique plutoˆt que l’e´galite´.
Codage des types inductifs
Nous utilisons le meˆme codage que celui propose´ par Jean-Christophe Filliaˆtre et Nicolas Ayache (Ayache
& Filliaˆtre, 2006). Il s’agit de traduire les lemmes d’injection, d’inversion et d’alge`bre libre pour chaque
de´claration de types alge´briques.
Codage des pre´dicats inductifs
Chaque cas des pre´dicats inductifs est traduit au premier ordre par la proce´dure indique´e plus
haut. Le prouveur automatique peut ainsi trouver le cas du pre´dicat inductif a` employer. Nous ne
traduisons pas les sche´mas d’induction car comme ils sont du second ordre, il y a peu de chance qu’ils
soient utilise´s.
Par contre, on de´tecte les pre´dicats inductifs dirige´s par la syntaxe d’un type alge´brique (ty-
piquement lorsqu’on trouve un cas d’inductif pour chaque constructeur de donne´es). C’est un cas
particulie`rement commun et on ge´ne`re un lemme d’inversion qui s’ave`re tre`s utile en pratique.
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Codage des fonctions logiques
Les fonctions logiques sont des fonctions re´cursives discriminant sur un argument d’un type al-
ge´brique. C’est le cas typique mis en lumie`re par le codage de Nicolas Ayache et Jean-Christophe
Filliaˆtre (Ayache & Filliaˆtre, 2006). Nous utilisons la meˆme me´thode : on produit une e´galite´ pour
chaque cas de la fonction logique.
11.5.4 Codage de PFOL vers FOL
Nous avons mentionne´ l’utilisation du prouveur automatique Ergo (Conchon & Contejean, 2006)
car il travaille directement dans PFOL. Nous pensons que c’est une solution plus prometteuse que les
logiques non type´es car le typage peut diriger les instanciations a` effectuer et rendre la recherche de
preuve plus efficace. Ergo (Conchon & Contejean, 2006) est un syste`me tre`s re´cent et, a` ce jour, il lui
manque quelques proprie´te´s essentielles comme l’inte´gration de symboles commutatifs et associatifs
dans le raisonnement. Il a donc e´te´ ne´cessaire, dans l’imple´mentation, d’encoder la logique polymor-
phiquement type´e du premier ordre vers une logique du premier ordre non type´e pour pouvoir utiliser
un plus grand nombre de prouveurs comme par exemple Simplify (Detlefs et al , 2005).
Si on oublie tout simplement les types, le codage est incorrect. En effet, la proprie´te´
∀(x, y : unit).x = y
est valide dans PFOL. Par contre,
∀x, y.x = y
est e´videmment invalide dans FOL. Ce proble`me a e´te´ traite´ de manie`re approfondie par Ste´phane
Lescuyer (Lescuyer, 2006, Couchot & Lescuyer, 2007). La solution consiste a` encoder les types a` l’aide
de termes du premier ordre. On utilise ensuite un pre´dicat  sort  d’arite´ 2 qui prend un terme et
une repre´sentation de type pour contraindre la forme des termes a` avoir le bon type. On encode ainsi
la ve´rification de typage a` l’inte´rieur de la logique en embarquant les types a` l’inte´rieur des termes.
L’e´nonce´ proble´matique se re´e´crit alors
∀x, y.sort(x, unit) = sort(y, unit)
L’instanciation de ce the´ore`me est alors limite´e aux termes de la forme sort(t, unit) et le codage
s’assure que ce sont seulement les termes qui ont le type unit dans le langage source.
CHAPITRE DOUZE
Le langage calculatoire
Ce chapitre formalise le langage de programmation du syste`me. Il s’agit d’un langage fonctionnel
pur polymorphiquement type´, muni de types alge´briques et dans lequel le programmeur peut inse´rer
des assertions logiques.
12.1 Syntaxe
La syntaxe de notre langage de programmation apparaˆıt dans la figure 12.1. Il est muni d’un
syste`me de type a` la ML (Milner, 1978) ce qui implique une distinction entre les types τ et les
sche´mas de type σ. Comptent, parmi les types, les variables de type, les types alge´briques parame´tre´s
et les types fonctionnels. Nous e´crivons .−→ pour le constructeur de type des fonctions calculatoires
de fac¸on a` le distinguer du constructeur de type des fonctions logiques → (figure 11.1).
Nous imposons une se´paration syntaxique entre valeurs et expressions et nous demandons que les
deux sous-termes des applications ainsi que les termes analyse´s par le pattern matching soient des
valeurs. Ce style rappelle les formes A-normales (Flanagan et al , 1993) ou` le re´sultat de tout calcul
interme´diaire doit eˆtre nomme´ par la construction let. Bien suˆr, un tel style n’est pas confortable pour
le programmeur et, en pratique, le langage de surface permet les constructions habituelles qui sont
traduites automatiquement vers le langage pre´sente´ ici.
Le langage admet une infe´rence de type dans le style de Hindley-Milner. Cependant, dans cette
pre´sentation, nous ne sommes pas inte´resse´s par l’infe´rence de type donc nous travaillons sur des
programmes explicitement type´s comme en te´moignent
(i) la syntaxe des valeurs et des motifs ou` les variables et les constructeurs de donne´es sont annote´s
par des vecteurs de types qui indiquent comment les sche´mas de type polymorphes doivent eˆtre
instancie´s,
(ii) les constructions fun et let dont les variables lie´es sont annote´s par des types, et
(iii) la construction let ou` les variables de type α sont explicitement lie´es.
Une de´finition de fonction suit la forme ge´ne´rale :
fun f(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t
Le mot-cle´ / doit eˆtre lu  ou` . Toute fonction est re´cursive : f est lie´e a` l’inte´rieur de t. Le parame`tre
formel x1 est lie´ dans la pre´condition F1, dans la postcondition F2 et dans t. La variable x2 est le
re´sultat de la fonction et est uniquement lie´e dans la postcondition F2. Toute fonction doit eˆtre annote´e
par une pre´condition et une postcondition (si l’une d’elles manque, on suppose qu’elle vaut true).
Une variable locale est de´finie comme suit :
let (xα : τ/F ) = t1 in t2
135
136 12. Le langage calculatoire
Types calculatoires
τ ::= α Variable
| ε τ Donne´es
| τ .−→ τ Fonctions
σ ::= ∀α. τ Schema
Valeurs
v ::= x τ Variable
| D τ (v, . . . , v) Donne´es
| fun f(x : τ/F ) : (x : τ/F ) = t Fonction re´cursive
Motifs
p ::= x τ Variable
| D τ (p, . . . , p) Donne´es
Expressions
t ::= v Valeur
| v (v) Application de fonction
| let (xα : τ/F ) = t in t Liaison locale
| match v with c Analyse par cas
Cas
c ::= ∅ Nil
| p.t 8 c Cons
Fig. 12.1: Le langage calculatoire (syntaxe).
La variable locale x est lie´e dans F et dans t2. Les variables de type α sont lie´es dans τ , F et dans t1.
La proposition F sert de postcondition a` t1. Si la proposition est manquante alors on suppose qu’elle
vaut une postcondition par de´faut dont la de´finition sera donne´e dans la section 12.3.
Une analyse par cas s’e´crit :
match v with c
Ici, c est une se´quence e´ventuellement vide de branches. Chaque branche est de la forme p.t ou` les
variables qui apparaissent dans le motif p sont lie´es dans t. Les motifs doivent eˆtre line´aires.
12.2 Reflet des entite´s calculatoires dans le monde logique
Dans la logique de Hoare, les formules font re´fe´rences aux valeurs. Cela signifie que, si x est lie´e au
niveau calculatoire par un des ope´rateurs fun, let ou match, alors il est possible qu’une formule F pre´-
sente dans la porte´e lexicale de x fasse re´fe´rence a` la variable x. Deux questions sont alors ine´vitables :
d’abord, si la variable x a un type calculatoire τ , quel est son type logique a` utiliser pour ve´rifier le
bon typage de la formule F ? Ensuite, si au cours de l’e´valuation, la variable x est substitue´e par la
valeur v, alors quelle est la valeur logique correspondante a` utiliser pour interpre´ter la formule F ?
Nous re´pondons a` ces questions en injectant les types calculatoires et les valeurs calculatoires dans
le monde logique (figure 12.2). Plus pre´cise´ment, chaque type calculatoire τ est injecte´ via le type
logique dτe et chaque valeur calculatoire v est associe´e au terme logique dve avec l’ide´e que si v a le
type τ alors dve a le type dτe.
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Types
dαe = α
dε τe = ε dτe
dτ1 .−→ τ2e = (dτ1e → prop)× (dτ1e → dτ2e → prop)
Sche´ma de types
d∀α. τe = ∀α. dτe
Valeurs
dx τe = x dτe
dD τ (v1, . . . , vn)e = D dτe (dv1e, . . . , dvne)
dfun f(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = te = (λ(x1 : dτ1e).F1, λ(x1 : dτ1e).λ(x2 : dτ2e).F2)
Fig. 12.2: Reflet des types calculatoires et des valeurs dans le monde logique.
Comme annonce´ (dans le chapitre 10), les fonctions calculatoires sont refle´te´es, au niveau logique,
par une paire forme´e d’une pre´condition et d’une postcondition. On le constate en observant l’injection
logique des types des fonctions calculatoires :
dτ1 .−→ τ2e = (dτ1e → prop)× (dτ1e → dτ2e → prop)
La premie`re composante de la paire, qui repre´sente la pre´condition de la fonction, est abstraite par
rapport a` l’argument de la fonction alors que le second argument, qui repre´sente la postcondition, est
abstraite par rapport a` l’argument et au re´sultat.
Il suit de cette de´finition que, si f est lie´e, au niveau calculatoire, a` une fonction du type τ1
.−→ τ2,
alors une formule dans la porte´e lexicale de f la verra sous la forme d’une paire de pre´dicats. (Souvenez-
vous que pre et post sont des sucres syntaxiques pour les projections pi1 et pi2, comme mentionne´ dans
la section 11.1.)
Les valeurs fonctionnelles calculatoires (les λ-abstractions) sont injecte´es dans le monde logique
d’une fac¸on cohe´rente avec cette de´finition. La pre´condition et la postcondition d’une fonction de´-
terminent seules son reflet logique : le code de la fonction est ignore´. La motivation principale de ce
choix de conception, c’est que le raisonnement sur le comportement d’une fonction doit eˆtre fait via
sa spe´cification uniquement. Avec notre approche, il n’est pas possible de raisonner a posteriori sur le
code d’une fonction.
Pour les types alge´briques, nous refle´tons chaque de´finition par un type inductif isomorphe. Ainsi,
pour chaque constructeur de type alge´brique ε calculatoire, il doit exister un constructeur de type
inductif logique de meˆme arite´ et qu’on e´crira aussi ε. Pour chaque constructeur de donne´es calcula-
toire :
D : ∀α. τ1 × . . .× τn → ε α,
il existe un constructeur de donne´es logique :
D : ∀α. dτ1e × . . .× dτne → ε α.
Pour que la condition de positivite´ (voir le chapitre 11) soit remplie, il faut que le constructeur de
type ε (ou un constructeur de type dont la de´finition est mutuellement re´cursive avec celle de ε)
n’apparaisse pas a` gauche ou a` droite d’une fle`che a` l’inte´rieur des types τ1, . . . , τn. Cette contrainte
supple´mentaire est due a` la de´finition du reflet d’une valeur fonctionnelle. En effet, celui-ci transporte
le type de retour de la fonction a` gauche de la fle`che et multiplie ainsi les occurences strictement
positives potentiellement dangereuses du constructeur de type ε.
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12.3 Infe´rer les postconditions les plus fortes
Pour simplifier la de´finition de la proce´dure d’extraction de preuve, nous imposons que chaque
construction let soit annote´e par une postcondition. En pratique, cependant, annoter syste´matiquement
chaque let n’est pas souhaitable car dans certains cas, on peut infe´rer une postcondition raisonnable.
Ide´alement, la formule que nous devons infe´rer dans cette situation est la postcondition la plus forte
pour le membre gauche du let. Notre logique est suffisamment puissante pour exprimer la postcondition
la plus forte de n’importe quelle construction du langage. Par exemple, la postcondition pour la
valeur v est λx.(x = dve). La postcondition la plus forte pour une application de fonction v1 (v2) est
post(dv1e) (dv2e). Nous pourrions aller plus loin et expliquer comment la postcondition la plus forte
peut eˆtre infe´re´e pour les constructions let et match. Mais, dans ces deux cas, les formules deviendraient
complexes en faisant intervenir des quantifications existentielles et des disjonctions.
Au final, les postconditions porte´es par les constructions let interviennent dans les obligations de
preuve, ou` elles apparaissent sous la forme d’hypothe`ses. Pour cette raison, nous ne voulons pas qu’elles
soient complexes : nous voulons produire des obligations de preuve simples et compre´hensibles.
Notre re´ponse a` ce proble`me est de construire la postcondition la plus forte pour les valeurs et les
applications de fonction, comme sugge´re´ plus haut, mais de ne pas le faire pour les constructions let et
match : a` la place d’une postcondition manquante sur ces constructions, nous utilisons la postcondition
true.
Il est possible, via la conversion en une forme A-normale, de s’assurer que le membre gauche d’une
construction let n’est jamais une autre construction let. De`s lors, le seul cas ou` notre approche na¨ıve
demande une annotation explicite est celui d’un let dont le membre gauche est un match. Le caracte`re
obligatoire de cette annotation tue dans l’œuf toute explosion combinatoire de la postcondition qui
pourrait survenir par l’interaction entre les se´quences et les alternatives (Flanagan & Saxe, 2001).
12.4 Notions de substitution
La se´mantique ope´rationnelle que nous allons expliciter un peu plus loin re´e´crit des expressions qui
contiennent a` la fois des types et des formules explicites. Pour s’assurer que ces annotations s’accordent
au cours de la transformation des expressions, nous devons de´finir quelques de´finitions le´ge`rement non
standard des substitutions.
Une meˆme variable de type α peut apparaˆıtre a` la fois dans les types logiques et dans les types
calculatoires. De meˆme, une variable x donne´e peut intervenir dans une formule et dans une expression.
Pour cette raison, nous e´crivons [α 7→ τ ] pour la substitution qui remplace toutes les occurrences libres
de α au niveau calculatoire dans τ et toutes les occurrences libres de α au niveau logique dans dτe.
Dans le meˆme esprit, nous e´crirons [x 7→ v] pour la substitution qui remplace les occurrences libres de
x au niveau calculatoire par v et les occurrences libres de x au niveau logique par dve.
Nous avons annote´ les constructions let avec une abstraction de type explicite et les occurrences de
variables avec des applications de type explicites. Re´duire un let-redex suppose donc simultane´ment une
re´duction au niveau des types des β-redexes. Pour cela, nous e´crivons [x 7→ Λα.v] pour la substitution
qui remplace chaque occurrence de variable de la forme x τ par [α 7→ τ ]v. Ce remplacement est effectue´
a` la fois dans le monde calculatoire et dans le monde logique modulo une injection dans le cas logique.
On e´tend l’application des substitutions aux environnements calculatoires en les appliquant seule-
ment aux formules. Ainsi :
ρ(∅) = ∅
ρ(Γ, (x : σ)) = ρ(Γ), (x : σ)
ρ(Γ, α) = ρ(Γ), α
ρ(Γ, F ) = ρ(Γ), ρ(F )
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(E-Beta)
v1 (v2) → [x 7→ v2][f 7→ v1]t si v1 est fun f(x : τ/F ) : (. . .) = t
(E-Let)
let (xα : τ/F ) = v in t → [x 7→ Λα.v]t
(E-Case-Cons-Match)
match v with p.t 8 c → [p 7→ v]t si [p 7→ v] est de´finie
(E-Case-Cons-Fail)
match v with p.t 8 c → match v with c sinon
(E-Let-Context)
let (xα : τ/F ) = t1 in t2 → let (xα : τ/F ) = t′1 in t2 si t1 → t′1
Fig. 12.3: Se´mantique ope´rationnelle.
Pour finir, la notation [x 7→ v], qui de´note une substitution d’une valeur pour une variable, est
e´tendue a` la notation [p 7→ v] qui est inde´finie quand le motif p ne filtre pas la valeur v mais qui de´note
une substitution simultane´e de valeurs pour les variables de p dans le cas contraire. Cette substitution
simultane´e est de´finie formellement comme suit :
[D τ (p1, . . . , pn) 7→ D τ (v1, . . . , vn)]
correspond a`
[p1 7→ v1] ∪ . . . ∪ [pn 7→ vn]
Comme les motifs sont line´aires, c’est une union de substitutions dont les domaines sont disjoints deux
a` deux.
12.5 Se´mantique ope´rationnelle
Le langage de programmation est muni d’une se´mantique ope´rationnelle a` petits pas et en appel
par valeur qui est spe´cifie´e par la figure 12.3. Elle est parfaitement standard. On y trouve trois types
de redexes (β, let et match) et un contexte d’e´valuation (le membre gauche des lets).
Il est trivial de ve´rifier qu’une expression irre´ductible, e´ventuellement niche´e au sein de contextes
d’e´valuation, peut soit eˆtre une valeur, soit une expression de la formematch v with ∅ ou une application
v1 (v2) ou` v1 n’est pas une fonction. Dans les deux derniers cas, on dit que l’expression est bloque´e.
Adopter une strate´gie d’e´valuation par nom poserait un proble`me que nous de´crivons dans le
chapitre 16.
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CHAPITRE TREIZE
Le syste`me de type et de preuve
Nous munissons maintenant le langage calculatoire d’un syste`me de type dans le style de ML et
d’un syste`me de preuve (une logique de Hoare), qui peut eˆtre vu comme un algorithme pour extraire
des obligations de preuve des programmes bien type´s. Pour eˆtre plus synthe´tique, nous de´crivons ces
deux syste`mes a` l’aide d’un unique jugement qui e´nonce qu’un programme est bien type´ et est annote´
par une formule cohe´rente.
En pratique, notre syste`me ve´rifie d’abord si le programme est bien type´ et infe`re en meˆme temps
les annotations de type manquantes. Ensuite, on extrait un ensemble d’obligations de preuve exprime´es
dans notre logique d’ordre supe´rieur type´e. Le fait que le programme (y compris les assertions logiques)
est bien type´ garantit que les obligations de preuve le sont aussi.
13.1 Environnement de typage
La syntaxe des environnements de type Γ apparaˆıt dans la figure 13.1. Comme d’habitude, les
environnements de type lient des variables et des variables de types. Les environnements contiennent
aussi des formules qui deviennent des hypothe`ses quand les obligations de preuve sont e´mises. Un
environnement de la forme Γ, F est bien forme´ quand F a le type prop sous dΓe. Enfin, dans la
figure 13.2, on e´tend enfin le reflet logique des types calculatoires aux environnements en remplac¸ant
les types des variables par leurs reflets logiques.
13.2 Obligations de preuve
Une obligation de preuve est un jugement de la forme Γ |= F ou` F a le type prop sous dΓe. Les
re`gles de la figure 13.3 traduisent une obligation de preuve en une formule close de type prop qui doit
eˆtre valide pour que le jugement le soit. La validite´ d’une formule est de´cide´e par un prouveur externe.
13.3 Jugements
Le syste`me de preuve est de´fini par trois jugements qui e´noncent les proprie´te´s des valeurs, des
motifs et des expressions :
Valeurs Γ ` v : τ (figure 13.5)
Motifs Γ ` p : τ (figure 13.6)
Expressions Γ ` t : τ {P} (figure 13.7)
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Γ ::= ∅ Nil
| Γ, (x : σ) Variable
| Γ, α Variables de type
| Γ, F Hypothe`se
Fig. 13.1: Syntaxe des environnements de typage.
d∅e = ∅
dΓ, (x : σ)e = dΓe, (x : dσe)
dΓ, αe = dΓe, α
dΓ, F e = dΓe
Fig. 13.2: Reflet logique des environnements de typage.
13.4 Valeurs
Le jugement Γ ` v : τ (figure 13.5) de´note le fait que sous l’environnement de typage Γ, la valeur
v a le type τ . Aucune pre´condition ou postcondition n’apparaˆıt dans le jugement. En effet, comme
les valeurs ne demandent aucun calcul, elles n’ont pas besoin de pre´condition. De plus, comme toutes
les valeurs peuvent eˆtre injecte´es dans le monde logique, elles n’ont pas besoin d’une postcondition
explicite : la postcondition la plus forte pour une valeur v est la simple e´galite´ a` dve.
Les re`gles Var et Data sont imme´diates. La re`gle Fun est plus complexe. Deux pre´misses forcent
la pre´condition F1 et la postcondition F2 a eˆtre des formules bien forme´es sous les environnements
approprie´s. La dernie`re pre´misse ve´rifie que le corps de la fonction est conforme a` la spe´cification de
la fonction. A` cet effet, l’environnement de typage est e´tendu par la liaison de f et x1 et aussi par
l’hypothe`se :
f = dfun f . . .e,
qui par de´finition de l’injection (12.2) est un synonyme de :
f = (λ(x1 : dτ1e).F1, λ(x1 : dτ1e).λ(x2 : dτ2e).F2).
Cette hypothe`se donne du sens aux occurrences de pre(f) et post(f) a` l’inte´rieur du corps de la
fonction et permettent la ve´rification des appels re´cursifs a` f . Enfin, l’environnement est aussi e´tendu
avec la pre´condition F1 qui signifie qu’a` l’inte´rieur du corps de la fonction, la pre´condition est suppose´e
vraie. Sous cet environnement e´tendu, la corps de la fonction doit produire une valeur qui ve´rifie la
postcondition λ(x2 : dτ2e).F2.
Il n’est pas difficile de voir que Γ ` v : τ implique dΓe ` dve : dτe. Cette proprie´te´ est requise pour
que les re`gles de types ne construisent que des formules bien forme´es.
13.5 Motifs
Le jugement Γ ` p : τ (13.6) affirme qu’une valeur de type τ peut eˆtre filtre´e par le motif p en
introduisant les liaisons de´crites par Γ. Ces liaisons sont monomorphes (voir Pat-Var). Comme les
motifs sont line´aires, les environnements de type Γ1, . . . ,Γn dans la re`gle Pat-Data ont des domaines
disjoints.
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F valide
∅ |= F
Γ |= ∀(x : dσe).F
Γ, (x : σ) |= F
Γ |= ∀α.F
Γ, α |= F
Γ |= F1 ⇒ F2
Γ, F1 |= F2
Fig. 13.3: E´mission des obligations de preuve.
(Γ, (x : σ))(x) = σ
(Γ, (x1 : σ))(x2) = Γ(x2) si x1 # x2
(Γ, α)(x) = Γ(x) si α # Γ(x)
(Γ, F )(x) = Γ(x)
Fig. 13.4: Acce`s a` l’environnement calculatoire.
13.6 Expressions
Le jugement Γ ` t : τ {P} (13.7) e´nonce que, sous l’environnement de typage Γ, l’expression t a le
type τ et que (si son e´valuation termine alors) elle produit une valeur dont le reflet logique satisfait le
pre´dicat P . Dans un tel jugement, P a le type dτe → prop sous dΓe.
La re`gle Value refle`te directement la signification voulue : le jugement Γ ` v : τ {P} est valide si
et seulement si v a le type τ sous Γ et on peut prouver que son reflet logique dve satisfait P sous les
hypothe`ses trouve´es dans Γ. La pre´misse Γ |= P (dve) est une obligation de preuve.
La re`gle App demande a` la fonction v1 et a` son argument re´el v2 d’avoir des types calculatoires
concordants. De plus, elle e´met deux obligations de preuve affirmant que
(i) l’argument effectif doit ve´rifier la pre´condition de la fonction et
(ii) la postcondition de la fonction doit impliquer la postcondition P de´sire´e.
Dans la dernie`re pre´misse, nous e´crivons P ′ ⇒ P ou` P ′ et P ont les types dτ2e → prop pour ∀(x :
dτ2e).(P ′ (x)⇒ P (x)), avec x choisie fraˆıche pour P ′ et P .
La re`gle Let ve´rifie que t1 a le type τ1 et est compatible avec la postcondition F fournie par
l’utilisateur. Ensuite, elle effectue une ge´ne´ralisation de type, dans le style de Milner (1978), de manie`re
a` ce que t2 soit ve´rifie´e par rapport a` (x : ∀α. τ1). L’hypothe`se est change´e en ∀α.[x 7→ xα]F pour
prendre en compte le fait que x est de´sormais polymorphe.
La re`gle Case-Nil e´met l’obligation de preuve Γ |= false qui impose l’ensemble des hypothe`ses
trouve´es dans Γ a` eˆtre inconsistant. Ceci est suffisant pour s’assurer qu’une analyse par cas avec
aucune branche n’est jamais exe´cute´e.
La re`gle Case-Cons demande a` la valeur v et au motif p d’avoir le meˆme type τ . L’environnement
Γ′ collecte les variables lie´es dans p avec leurs types. Sous l’hypothe`se qu’une certaine instance de p
concorde avec v, ce qui est exprime´ par l’extension de Γ en Γ′ avec l’hypothe`se supple´mentaire que
dve = dpe, on doit ve´rifier que le corps de la branche t a le type de´sire´ τ ′ et ve´rifie la postcondition P .
De plus, sous l’hypothe`se qu’aucune instance de p ne co¨ıncide avec v, ce qui est e´crit ∀Γ′.dve 6= dpe,
le reste des branches doit aussi avoir le type τ ′ et ve´rifier la postcondition P .
Quand on ve´rifie une construction match avec n branches, la (k+1)-ie`me branche est ve´rifie´e sous
l’hypothe`se qu’aucun des motifs p1, . . . , pk ne capture la forme de la valeur v. En particulier, pour
k = n, la conjonction de toutes ces hypothe`ses de la forme (∀Γ′i.dve 6= dpie) doit eˆtre incohe´rente ce qui
assure que le controˆle ne peut pas parvenir a` la fin d’une analyse par cas ou, dit autrement, que l’analyse
par cas est exhaustive. Aujourd’hui les compilateurs ML et Haskell imple´mentent une approximation
conservative de ce test en utilisant un crite`re purement syntaxique. Nous imple´mentons aussi ce crite`re
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Var
Γ(x) = ∀α. τ
Γ ` x τ : [α 7→ τ ]τ
Data
D : ∀α. τ1 × . . .× τn → ε α
∀i Γ ` vi : [α 7→ τ ]τi
Γ ` D τ (v1, . . . , vn) : ε τ
Fun
f # F1, F2
dΓ, (x1 : τ1)e ` F1 : prop dΓ, (x1 : τ1), (x2 : τ2)e ` F2 : prop
Γ, (f : τ1
.−→ τ2), f = dfun f . . .e, (x1 : τ1), F1 ` t : τ2 {λ(x2 : dτ2e).F2}
Γ ` fun f(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t : τ1 .−→ τ2
Fig. 13.5: Le langage calculatoire (fragment du syste`me de preuve concernant les valeurs).
Pat-Var
(x : τ) ` x : τ
Pat-Data
D : ∀α. τ1 × . . .× τn → ε α
∀i Γi ` pi : [α 7→ τ ]τi
Γ1, . . . ,Γn ` D τ (p1, . . . , pn) : ε τ
Fig. 13.6: Le langage calculatoire (fragment du syste`me de preuve concernant les motifs).
syntaxique : quand il re´ussit, il n’est pas ne´cessaire d’engendrer une obligation de preuve.
13.7 Lecture algorithmique
Le jugement Γ ` t : τ {P} de´finit un algorithme pour la ge´ne´ration des obligations de preuve.
Les quatres parame`tres du jugement, Γ, t, τ et P sont des entre´es de l’algorithme qui s’occupe uni-
quement de construire une de´rivation du jugement en ope´rant un parcours en profondeur des termes.
Tout au long de la descente dans t, l’algorithme augmente l’environnement Γ lorsqu’il rencontre les
constructions fun, let et match. Simultane´ment, la postcondition P est propage´e vers le bas par ce
meˆme processus tre`s simple. Sur les constructions let, la propagation utilise l’annotation de l’utilisa-
teur de manie`re a` de´terminer quelle postcondition doit eˆtre pousse´e dans le membre gauche. La sortie
de l’algorithme consiste en des obligations de preuve, de la forme Γ |= F , attache´es aux feuilles de la
de´rivation (voir les re`gles Value, App, and Case-Nil).
En partageant les pre´fixes de l’environnement et les sous-formules, il est possible de construire
une repre´sentation en me´moire de l’ensemble des obligations de preuve qui est line´aire en la taille du
programme. Ne´anmoins, comme chaque obligation de preuve est pre´sente´e inde´pendamment des autres
au prouveur automatique, cette information partage´e est perdue ce qui de´grade la taille d’ensemble
des obligations de preuve a` une taille, au pire, quadratique en la taille du programme.
13.8 Correction
La correction de notre syste`me de type et de syste`me de preuve est e´tablie d’une manie`re standard
par la voie syntaxique (Wright & Felleisen, 1994).
On peut oublier une hypothe`se lorsqu’elle est redondante :
Lemme 13.8.1 (Affaiblissement de l’environnement)
Γ1, F,Γ2 ` t : τ {P} et Γ1 |= F implique Γ1,Γ2 ` t : τ {P}. ¦
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Value
Γ ` v : τ
Γ |= P (dve)
Γ ` v : τ {P}
App
Γ ` v1 : τ1 .−→ τ2 Γ ` v2 : τ1
Γ |= pre(dv1e) (dv2e)
Γ |= post(dv1e) (dv2e)⇒ P
Γ ` v1 (v2) : τ2 {P}
Let
x # P
dΓ, α, (x : τ1)e ` F : prop
Γ, α ` t1 : τ1 {λ(x : dτ1e).F}
Γ, (x : ∀α. τ1), ∀α.[x 7→ xα]F ` t2 : τ2 {P}
Γ ` let (xα : τ1/F ) = t1 in t2 : τ2 {P}
Case-Nil
Γ ` v : τ Γ |= false
Γ ` match v with ∅ : τ ′ {P}
Case-Cons
Γ ` v : τ Γ′ ` p : τ p # v, P
Γ,Γ′, dve = dpe ` t : τ ′ {P}
Γ, (∀Γ′.dve 6= dpe) ` match v with c : τ ′ {P}
Γ ` match v with p.t 8 c : τ ′ {P}
Fig. 13.7: Le langage calculatoire (fragment du syste`me de preuve concernant les expressions).
Preuve. Par induction sur la de´rivation de typage, chaque feuille de la forme Γ1, F |= F ′ peut eˆtre
remplace´e par Γ1 |= F ′. ¤
De meˆme, une postcondition peut eˆtre affaiblie puisqu’elle apparaˆıt toujours a` droite d’une impli-
cation d’une formule a` prouver ou elle est elle-meˆme cette formule :
Lemme 13.8.2 (Affaiblissement de la postcondition)
Γ ` t : τ {P1} et Γ |= P1 ⇒ P2 implique Γ ` t : τ {P2}. ¦
Preuve. Par induction sur la de´rivation de typage. Les cas des re`gles Let, Case-Nil et Case-Cons
sont des applications imme´diates de l’hypothe`se d’induction. Le cas de la re`gle Value est clair compte
tenu que l’hypothe`se Γ |= P1 (dve) vient par inversion du jugement de typage et que Γ |= P1 ⇒ P2.
Le cas de la re`gle App est aussi imme´diat puisque par inversion, on a Γ |= post(dv1e) (dv2e)⇒ P1 qui
implique clairement Γ |= post(dv1e) (dv2e)⇒ P2 car Γ |= P1 ⇒ P2. ¤
Les lemmes de substitution habituels sont ne´cessaires a` la preuve de pre´servation du typage par
l’e´valuation.
Lemme 13.8.3 (Substitution de type dans les valeurs)
Soit φ valant [α 7→ τ ]. Alors, Γ1, α,Γ2 ` v : τ et α # D(Γ2) implique Γ1, φ(Γ2) ` φ(v) : φ(τ2). ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur les de´rivations de typage. ¤
Lemme 13.8.4 (Substitution de type dans les expressions)
Soit φ valant [α 7→ τ ].
Alors, Γ1, α,Γ2 ` t : τ {P} et α # D(Γ2) implique Γ1, φ(Γ2) ` φ(t) : φ(τ2) {φ(P )}. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur les de´rivations de typage. ¤
Lemme 13.8.5 (Substitution de valeur dans les valeurs)
Posons ρ pour [x 7→ Λα.v′]. Alors, Γ1, (x : ∀α. τ1),Γ2 ` v : τ2 et Γ1, α ` v′ : τ1 et x 6∈ D(Γ2) implique
Γ1, ρ(Γ2) ` ρ(v) : τ2. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur les de´rivations de typage. Seul le cas de la re`gle Var
n’est pas standard. La conclusion de cette re`gle est
Γ1, (x : ∀α. τ1),Γ2 ` x′τ ′ : [α′ 7→ τ ′]τ ′
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et son hypothe`se est
(Γ1, (x : ∀α. τ1),Γ2)(x′) = ∀α′.τ ′ (1)
Si x 6= x′ alors ρ(x′τ ′) = x′τ ′ et l’hypothe`se (1) implique (Γ1, ρ(Γ2))(x′) = ∀α′.τ ′. Par application
de la re`gle Var a` ces deux jugements, on obtient le re´sultat.
Si x = x′ alors ρ(x′τ ′) = [α 7→ τ ′]v′. L’hypothe`se (1) s’e´crit maintenant :
(Γ1, (x : ∀α. τ1),Γ2)(x) = ∀α.τ1
Donc α = α′ et τ1 = τ ′ (2). Par le lemme de substitution de type dans les valeurs, l’hypothe`se de bon
typage de de v′ donne
Γ1 ` [α 7→ τ ′]v′ : [α 7→ τ ′]τ1
d’ou` le re´sultat de´coule graˆce a` (2). ¤
Lemme 13.8.6 (Substitution de valeur dans les expressions)
Posons ρ pour [x 7→ Λα.v]. Alors, Γ1, (x : ∀α. τ1),Γ2 ` t : τ2 {P} et Γ1, α ` v : τ1 et x 6∈ D(Γ2)
implique Γ1, ρ(Γ2) ` ρ(t) : τ2 {ρ(P )}. ¦
Preuve. Par induction sur les de´rivations de typage. ¤
Lemme 13.8.7 (Analyse par cas)
Supposons ∅ ` v : τ et Γ′ ` p : τ et p # v. Alors, [p 7→ v] est de´finie si et seulement si la formule
∃Γ′.dve = dpe est valide. ¦
Preuve. La preuve se fait par induction sur le motif p. Ce sont des conse´quences directes des proprie´te´s
exige´es pour le mode`le et de la de´finition de la substitution ge´ne´ralise´e.
Si [p 7→ v] est de´finie alors elle est de la forme
[D τ (p1, . . . , pn) 7→ D τ (v1, . . . , vn)]
L’induction nous affirme la validite´ des formules ∃Γ′i.dvie = dpie. Comme les motifs sont line´aires les
(Γ′i)i∈1...n sont disjoints. On peut construire sans pre´caution le pre´fixe Γ
′ ≡ Γ′1 . . .Γ′n. L’interpre´tation
standard de la quantification existentielle dans le mode`le ainsi que la proprie´te´ 3 implique que la
formule ∃Γ′.dD τ (p1, . . . , pn)e = dD τ (v1, . . . , vn)e est valide dans le mode`le.
Si [p 7→ v] n’est pas de´finie alors on sait tout de meˆme que le bon typage du motif p implique qu’il
est de la forme D′ τ (p1, . . . , pm) et que le bon typage de la valeur v implique qu’elle est de la forme
D τ (v1, . . . , vn) avec D 6= D′. D’apre`s la proprie´te´ 5 du mode`le, la formule ∃Γ′.dD′ τ (p1, . . . , pm)e =
dD τ (v1, . . . , vn)e est invalide quelque soit Γ′. ¤
The´ore`me 13.8.8 (Pre´servation des types)
Γ ` t : τ {P} et t→ t′ implique Γ ` t′ : τ {P}. ¦
Preuve. Par induction sur les de´rivations d’e´valuation.
. Cas  App . Notons vf , la fonction
fun f(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t
Par inversion de la re`gle App sur l’hypothe`se Γ ` vf (v) : τ2 {P}, nous avons :
Γ ` vf : τ1 .−→ τ2 (1)
Γ ` v : τ1 (2)
Γ |= pre(dvfe) (dve) (3)
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Γ |= post(dvfe) (dve)⇒ P (4)
Par inversion de la re`gle Fun :
Γ, (f : τ1
.−→ τ2), f = dfun f . . .e, (x1 : τ1), F1 ` t : τ2 {λ(x2 : dτ2e).F2} (5)
Deux applications du lemme 13.8.6 sur (5) avec
ρ ≡ [x1 7→ v][f 7→ vf ]
donnent :
Γ, dvfe = dfun f . . .e, ρ(F1) ` ρ(t) : τ2 {λ(x2 : dτ2e).ρ(F2)} (6)
Par la proprie´te´ 1 du mode`le, dvfe = dfun f . . .e est e´quivalent a` true.
Nous avons aussi que ρ(F1) est β-equivalent a` pre(dvfe) (dve).
Ainsi, par la proprie´te´ 2 du mode`le :
Γ |= ρ (F1) (7)
En appliquant deux fois le lemme 13.8.1 sur (6), on obtient :
Γ ` ρ(t) : τ2 {λ(x2 : dτ2e).ρ(F2)} (8)
Comme post(dvfe) (dve) est βη-equivalent a` λ(x2 : dτ2e).ρ(F2), la proprie´te´ 2 du mode`le implique :
Γ ` ρ(t) : τ2 {post(dvfe) (dve)} (9)
Les lemmes 13.8.2 et (4) donne le re´sultat :
Γ ` [x 7→ v][f 7→ vf ]t : τ2 {P} (10)
. Cas  Let-L . Imme´diat par hypothe`se d’induction.
. Cas  Let-R . Meˆmes arguments que pour la re`gle App.
. Cas  Case .
Par inversion de la re`gle Case en hypothe`se, nous avons :
Γ ` v : τ (1)
Γ′ ` p : τ (2)
Γ,Γ′, v = p ` t : τ ′ {P} (3)
Γ, (∀Γ′.v 6= p) ` match v with c : τ ′ {P} (4)
Sous-cas  [p 7→ v] est de´finie. 
Le lemme 13.8.7 D([p 7→ v]) = D(Γ′).
Par application du lemme 13.8.6 a` (3), nous avons :
Γ, dve = dve ` [p 7→ v]t : τ ′ {[p 7→ v]P} (5)
[p 7→ v]P ≡ P parce que Γ′ n’est pas pre´sent dans la conclusion de la re`gle et la re`gle est suppose´e
bien forme´e.
Par application du lemme 13.8.1 et graˆce a` la proprie´te´ 1, nous obtenons la conclusion :
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Γ ` [p 7→ v]t : τ ′ {P} (6)
Sous-cas  [p 7→ v] n’est pas de´finie .
Par application du lemme 13.8.7, nous avons que 6|= ∃Γ′.dpe = dve ce qui implique |= ∀Γ′.dpe 6= dve.
Le lemme 13.8.1 sur (4) donne la conclusion :
Γ ` match v with c : τ ′ {P}
¤
The´ore`me 13.8.9 (Progression de l’e´valuation sous environnement statique cohe´rent)
Soit un environnement de typage Γ tel que Γ ne contient que des variables de types et des formules
et tel que Γ 6|= false. Γ ` t : τ {P} implique que t est soit re´ductible, soit une valeur v telle que
Γ |= P (dve) est valide. ¦
Preuve. Cette preuve se fait par induction sur le terme t. Comme le syste`me est dirige´e par la
syntaxe, on a un cas par re`gle.
. Cas  Value . La conclusion du typage est Γ ` v : τ {P} et ses pre´misses sont Γ ` v : τ et
Γ |= P (dve). Nous sommes dans le second cas de l’alternative. Il n’y a plus d’e´tapes d’e´valuation a`
effectuer et la valeur obtenue ve´rifie P .
. Cas  App . La conclusion du typage est Γ ` v1 (v2) : τ2 {P} et ses pre´misses sont Γ ` v1 :
τ1
.−→ τ2, Γ ` v2 : τ1, Γ |= pre(dv1e) (dv2e) et Γ |= post(dv1e) (dv2e) ⇒ P . Une valeur close de type
τ1
.−→ τ2 est ne´cessairement une valeur de la forme fun f(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t. On a donc :
Fun
f # F1, F2
d(x1 : τ1)e ` F1 : prop d(x1 : τ1), (x2 : τ2)e ` F2 : prop
(f : τ1
.−→ τ2), f = dfun f . . .e, (x1 : τ1), F1 ` t : τ2 {λ(x2 : dτ2e).F2}
Γ ` fun f(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t : τ1 .−→ τ2 ¤
Par la re`gle β-reduction, le terme v1(v2) se re´duit en [x 7→ v2][f 7→ v1]t car v1 ≡ fun f(x1 :
τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t.
. Cas  Let . La conclusion du typage est Γ ` let (xβ : τ1/F ) = t1 in t2 : τ2 {P} et ses pre´misses
sont x # P , Γβd(x : τ1)e ` F : prop, Γβ ` t1 : τ1 {λ(x : dτ1e).F} (1) et Γ(x : ∀β. τ1), ∀β.[x 7→ xβ]F `
t2 : τ2 {P} (2). On peut appliquer l’hypothe`se d’induction sur le terme t1 graˆce a` (1). Donc, soit t1 se
re´duit et dans ce cas graˆce a` l’application de la re`gle Context, le terme let (xβ : τ1/F ) = t1 in t2 se
re´duit. Soit t1 est une valeur v1 telle que Γ |= P (dv1e). On peut alors re´duire let (xβ : τ1/F ) = v1 in t2
en [x 7→ Λβ.v1]t2.
. Cas  Case-Nil . Ce cas est exclu de l’e´valuation puisqu’on a suppose´ l’invariant Γ 6|= false et
que Γ |= false est une pre´misse de la re`gle de typage de Case-Nil.
. Cas  Case-Cons . Le terme match v with p.t 8 c n’est pas une valeur. Soit [p 7→ v] est de´finie
et on applique la re`gle E-Case-Cons-Match au terme t. Soit [p 7→ v] n’est pas de´finie et on passe
aux cas suivants a` l’aide de la re`gle E-Case-Cons-Fail.
Comme d’habitude un programme dans un e´tat d’erreur est un terme clos qui ne peut pas s’e´valuer
et qui n’est pas une valeur. Un programme bien type´ s’e´value sans erreur et, quand il termine, la valeur
calcule´e ve´rifie la spe´cification.
The´ore`me 13.8.10 (Correction du syste`me de preuve)
Si ∅ ` t : σ {P} et si il existe un terme t′ non re´ductible tel que t →? t′ alors t′ est une valeur v et
P (dve) est vraie. ¦
Preuve. Par induction sur le nombre d’e´tapes d’e´valuation. On peut appliquer les deux the´ore`mes
pre´ce´dents car ∅ 6|= false. ¤
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type option (a) = None | Some of a
let unSome (o) where o 6= None returns (x) where (o = Some (x)) =
match o with
| Some (x) → x
end
Fig. 13.8: Utilisation du type de donne´es  option .
13.9 Exemples
Dans cette section, nous de´taillons deux exemples tre`s simples pour illustrer le fonctionnement du
syste`me de preuves.
13.9.1 Manipulation du type option
Parfois, une fonction renvoie un re´sultat de type τ sur un domaine restreint du type d’entre´e τ ′.
Lorsque l’on sort de ce domaine, aucune valeur du type τ n’est a priori correcte. On peut choisir une
valeur par de´faut pour de´noter le fait que la fonction n’a pas pu calculer de re´sultat, on peut aussi
choisir d’utiliser le type de donne´es  option τ  de´fini par la figure 13.8.
Le constructeur  None  de´note l’absence de valeur, le constructeur  Some  repre´sente au
contraire la valeur calcule´e de type τ . Il arrive qu’un argument externe permette de de´duire que la
valeur optionnelle est en fait diffe´rente de  None . Dans ce cas, il est correct d’utiliser la fonc-
tion  unSome  de´finie dans la figure 13.8. Elle rejettera les applications mal forme´es en passant
 None  en argument. En effet, comme le montre l’instanciation incorrecte de la re`gle App sui-
vante. Il serait ne´cessaire de montrer que Γ |= pre(unSome) (None), ce qui reviendrait a` montrer que
Γ |= None 6= None.
App
Γ ` unSome : option(a) .−→ a Γ ` None : option(a)
Γ |= pre(unSome) (None) Γ |= post(unSome) (None)⇒ P
Γ ` unSome (None) : option (a) {false}
Si on se focalise maintenant sur la de´finition de la fonction  unSome , on voit que le corps de la
fonction est traite´ sous l’hypothe`se que  o 6= None  et qu’on doit montrer la postcondition  o =
Some a (x)  pour le re´sultat  x  du calcul.
Lam
Γ, (unSome : option(a) .−→ a),
unSome = (λ(o : option(a)).o 6= None, λ(o : option(a))(x : a).o = Some a (x))
(o : option(a)), o 6= None
` t : a {λ(x : a).o = Some a (x)}
Γ ` fununSome(o : option(a)/o 6= None) : (x : a/o = Some a (x)) = . . . : option(a) .−→ a
Pour cela, deux obligations de preuves sont ge´ne´re´es. La premie`re correspond a` la branche du
match. On la distingue en observant la re`gle de traitement de l’analyse par cas.
Case-Cons
Γ ` o : option(a) (x : a) ` Some a (x) : option(a)
Γ, (x : a), o = Some a (x) ` x : a {λx.o = Some a (x)}
Γ, (∀(x : a).o 6= Some a (x)) ` match v with ∅ : option(a) {λx.o = Some a (x)}
Γ ` match o with Some a (x).x 8 c : a {λx.o = Some a (x)}
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Par application de la re`gle sur les valeurs, l’obligation de preuve est (modulo une η-expansion) :
Γ, (x : a), o = Some a (x) |= o = Some a (x)
et elle est triviale.
Reste ensuite une application de la re`gle Case-Nil, qui s’instancie ainsi :
Γ, (∀(x : a).o 6= Some a (x)) |= false
Γ, (∀(x : a).o 6= Some a (x)) ` match v with ∅ : option(a) {λx.o = Some a (x)}
Comme Γ ≡ . . . , (o : option(a)), (o 6= None), la seconde obligation de preuve est donc :
(o : option(a)), o 6= None, (∀(x : a).o 6= Some a (x)) |= false
ce qui est prouvable graˆce a` la proprie´te´ de comple´tude (proprie´te´ 4) impose´e au mode`le.
13.9.2 Recherche du minimum dans une liste
Nous passons maintenant a` un exemple un peu moins trivial mais tout a` fait classique : la recherche
du plus petit e´le´ment d’une liste d’entiers. On suppose l’existence d’une relation d’ordre, note´e < et
de type int → int → prop, sur les entiers et d’une fonction, note´e <? et de type int → int → bool ,
de´cidant cette relation (c’est-a`-dire telle que ∀xy.post(<?, (x, y), true)↔ x < y).
On se donne un type de donne´es pour les listes d’entiers.
type list :
| Nil : list
| Cons : (int × list) → list
Un pre´dicat inductif est ne´cessaire pour de´finir la notion d’appartenance d’un entier a` une liste.
inductive predicate in list : (int × list) → prop =
| ∀ x l. in list (x, Cons (x, l))
| ∀ x y l. in list (x, l) ⇒ in list (x, Cons (y, l))
Cette formulation inductive n’est pas tre`s pratique pour le prouveur du premier ordre. On prouve
donc (en Coq), le lemme suivant :
lemma : ∀ z x l. in list (z, Cons (x, l)) ⇒ x = z ∨ in list (z, l)
Nous sommes preˆts pour e´crire la fonction de recherche du minimum d’une liste non vide1 :
let rec min (l) where l 6= Nil returns (x) where ∀ y. in list (y, l) ⇒ x ≤ y =
match l with
| Cons (x, Nil) → x
| Cons (x, xs) →
let y = min (xs) in
if x < ? y then x else y
Cinq obligations de preuve sont ge´ne´re´es. Nous allons de´tailler chacune d’elles.
1. Dans la premie`re branche, on doit montrer que  x  ve´rifie bien la postcondition. L’obligation
de preuve obtenue est
l = Cons (x, Nil) |= ∀y.in list (y, l)⇒ x ≤ y
Cette obligation est automatiquement traite´e par le prouveur automatique graˆce au lemme
montre´ plus haut.
1La fonction n’est pas e´crite dans un style a` re´cursion terminale pour simplifier la pre´sentation.
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2. Dans la seconde branche, on doit montrer que la pre´condition de la fonction  min  est bien
ve´rifie´e par la liste  l . L’obligation de preuve obtenue est
∀y.l 6= Cons (y, Nil), l = Cons (x, xs) |= xs 6= Nil
et elle est imme´diate pour le prouveur du premier ordre.
3. Dans la seconde branche du match, dans la premie`re branche du if, on doit montrer que la
variable  x  est le nouveau minimum. L’obligation de preuve s’e´crit :
∀y.l 6= Cons (y, Nil), l = Cons (x, xs),
∀z.in list (z, xs)⇒ y ≤ z,
x < y
|= ∀z.in list (z, Cons (x, xs))⇒ x ≤ z
Graˆce au lemme et aux axiomes concernant l’ordre <, le prouveur automatique de´charge cette
preuve sans proble`me.
4. Dans la seconde branche du match, dans la seconde branche du if, on doit montrer que la variable
 y  reste le minimum. L’obligation de preuve est maintenant :
∀y.l 6= Cons (y, Nil), l = Cons (x, xs),
∀z.in list (z, xs)⇒ y ≤ z,
¬(x < y)
|= ∀z.in list (z, Cons (x, xs))⇒ y ≤ z
qui est aussi facilement prouve´e automatiquement.
5. Il reste enfin la preuve que l’analyse est comple`te. Ceci est prouve´ automatiquement car la
pre´condition nous dispense de l’analyse du cas  l = Nil .
Plusieurs remarques peuvent eˆtre faites suite a` l’explication de cet exemple.
D’abord, on peut remarquer qu’une seule preuve est manuelle : celle du lemme d’ordre ge´ne´ral
qui te´moigne d’une proprie´te´ essentielle du pre´dicat  in list . Toutes les obligations de preuve a`
l’inte´rieur du programme ont e´te´ de´charge´es automatiquement. La me´thodologie qui consiste a` prouver
manuellement des re´sultats ge´ne´raux sur les pre´dicats et les objets logiques en les formulant au premier
ordre pour qu’ensuite le prouveur du premier ordre puisse s’occuper de les instancier correctement
semble eˆtre assez efficace.
Par ailleurs, on remarquera que la preuve de correction de la fonction n’a pas ne´cessite´ d’induction
malgre´ son caracte`re re´cursif. D’une manie`re ge´ne´rale, la re´cursion produit elle-meˆme le raisonnement
par re´currence (modulo la terminaison de la fonction). Le programme est une sorte de squelette de
preuve dont les obligations de preuve sont les feuilles.
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CHAPITRE QUATORZE
Extensions
Pour le moment, nous avons seulement formalise´ un langage de programmation noyau car nous
voulions mettre l’accent sur la simplicite´ de sa logique de Hoare. Pour cette raison, nous avons omis
certaines fonctionalite´s qui seraient utiles a` une imple´mentation re´aliste. Nous discutons maintenant
quelques-unes de ces fonctionnalite´s en distinguant celles dont l’ajout n’est pas proble´matique de celles
qui soule`vent des proble`mes non triviaux.
14.1 Assertions supple´mentaires
La construction suivante permet d’inse´rer une assertion logique en n’importe quel point du code :
assertF in t
Cette construction ve´rifie que la formule F est valide : une obligation de preuve est e´mise. Elle n’a
aucun roˆle calculatoire. Dynamiquement, elle se comporte comme le terme t. On peut aussi la voir
comme un sucre syntaxique pour :
let x where F = () in t
Elle est particulie`rement utile quand notre outil est utilise´ conjointement a` un prouveur automatique :
si le prouveur e´choue dans sa recherche de la validite´ d’une obligation de preuve, l’utilisateur peut
affirmer des proprie´te´s interme´diaires de manie`re a` couper la preuve en e´tapes plus simples et plus
petites (si l’obligation de preuve est bien valide) ou de manie`re a` trouver ce qui est faux dans la
spe´cification (si l’obligation de preuve est en fait invalide).
La construction absurd oblige false a` eˆtre prouvable dans le contexte et marque un morceau de
code comme e´tant inaccessible. Cette construction est un sucre syntaxique pour :
match () with ∅
14.2 Variables et parame`tres fantoˆmes
Il est quelque fois tentant d’introduire explicitement une variable fantoˆme c’est-a`-dire un nom pour
le te´moin d’une hypothe`se existentiellement quantifie´e. Pour cela, nous proposons d’e´crire :
let logic x : θ/F in t
Cette construction lie la variable x dans la formule F et dans le terme t. Cela ne´cessite la preuve
de l’assertion ∃(x : θ).F et il faut aussi introduire la formule F comme nouvelle hypothe`se dans le
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contexte. Les assertions logiques du terme t peuvent faire re´fe´rence a` la variable x et leurs preuves
peuvent exploiter l’hypothe`se F . Ne´anmoins, les occurrences calculatoires de x a` l’inte´rieur de t sont
interdites car le  let logic  n’a pas de contenu calculatoire – il est efface´ avant l’exe´cution.
De meˆme, il peut parfois eˆtre de´sirable d’abstraire une fonction par rapport a` un parame`tre fantoˆme
x, de cette fac¸on :
fun f(logic x : θ)(x1 : τ1/F1) : (x2 : τ2/F2) = t
Cette construction lie x dans F1, F2 et t. Notons que θ peut eˆtre un type logique arbitraire donc cette
extension permet l’abstraction vis-a`-vis d’une proposition ou d’un pre´dicat si ne´cessaire.
Les variables et parame`tres fantoˆmes peuvent eˆtre vus comme un sucre syntaxique qu’on peut
traduire vers notre langage noyau (Nanevski et al , 2007). En effet, on peut prouver pour let logic que
let logic x : θ/F in t ≡ assert ∃(x : θ).F in [F ′ 7→ ∀(x : θ).F ⇒ F ′]t
La notation [F ′ 7→ ∀(x : θ).F ⇒ F ′]t signifie qu’on rajoute un pre´fixe a` toutes les formules du
terme t pour y introduire la variable logique x.
De meˆme, on peut prouver pour les parame`tres fantoˆmes que
fun f (logic x : θ)(x1 : θ1/F1) : (x2 : θ2/F2) = t
≡
fun f (x1 : θ1/∃(x : θ).F1) : (x2 : θ2/∀(x : θ).F1 ⇒ F2) = [F ′ 7→ ∀(x : θ).F1 ⇒ F ′]t
Dans une imple´mentation re´aliste, cependant, ces constructions doivent eˆtre primitives pour e´viter
une explosion de la taille des obligations de preuves.
14.3 Exceptions
En supposant les constructeurs d’exception de´clare´s statiquement, les exceptions sont une forme
de programmation fonctionnelle pure : un programme qui utilise des exceptions peut aise´ment eˆtre
traduit vers un langage fonctionnel pur (Spivey, 1990).
Si chaque fonction de´clare les exceptions qu’elle peut lancer et fournit des postcondtions pour
ses sorties exceptionnelles, e´tendre le langage de programmation avec des exceptions n’est pas un
proble`me. Why (Filliaˆtre, 2003) offre une logique de Hoare qui supporte les exceptions par exemple.
14.4 Modules
La langage noyau pre´sente´ ici n’a pas de syste`me de modules. Cependant, la modularite´ est une
fonctionnalite´ cle´ dans le de´veloppement de programmes certifie´s. L’inte´reˆt d’un programme certifie´ est
moindre par rapport a` celui d’un composant certifie´ re´utilisable. Dans un langage de programmation
ou` les programmes sont annote´s par des assertions, un syste`me de module doit fournir non seulement
des types abstraits dans le monde calculatoire mais aussi des types abstraits et des pre´dicats abstraits
dans le monde logique (Leino & Nelson, 2002, Nanevski et al , 2007). Nous pensons que la conception
d’un syste`me de module qui offrirait des composants flexibles, le´gers et fortement type´s est encore un
proble`me ouvert.
14.5 E´galite´ entre types
Dans cette pre´sentation, les types logiques θ et les formules logiques t sont des cate´gories syn-
taxiques distinctes (voir la figure 11.1). Par conse´quent, la logique ne peut pas exprimer des e´quations
entre types. Nous avons note´ (comme d’autres auteurs (Nanevski et al , 2007)) que l’introduction d’e´ga-
lite´ de type, de la forme τ = τ et θ = θ dans la syntaxe des formules permettrait d’encoder les types
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alge´briques ge´ne´ralise´s ainsi qu’une certaine forme de module de premie`re classe. Les e´galite´s entre
types permettent aussi de raisonner sur des structures de donne´es dont le typage est non uniforme
comme les files purement fonctionnelles de Haim Kaplan et Robert Tarjan (Kaplan & Tarjan, 1999).
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CHAPITRE QUINZE
Application : des ensembles finis imple´mente´s
par des arbres AVL
En guise d’illustration de notre outil, nous avons traduit la bibliothe`que d’ensemble finis de
O’Caml dans notre langage de programmation. Elle utilise une repre´sentation a` base d’arbres de
recherche e´quilibre´s et ses ope´rations sont purement fonctionnelles ce qui en fait un bon candidat pour
l’expe´rimentation.
15.1 Parame`tres
Dans la suite, nous fixons un type “elt” pour les e´le´ments de nos ensembles. Nous supposons
l’existence d’un type alge´brique “bool”, dont les constructeurs de donne´es sont “true” et “false”. Nous
supposons l’existence d’un test d’e´galite´ sur les e´le´ments, note´ “=”. C’est une fonction de type calcu-
latoire elt× elt .−→ bool et dont la spe´cification peut eˆtre e´crite comme suit :
post(=, x1, x2, b)⇔ (b = true⇔ x1 = x2)
De meˆme, nous supposons donne´e une relation d’ordre, note´e “<”, de type logique elt → elt → prop
ainsi qu’une fonction de de´cision pour cet ordre de type calculatoire elt× elt .−→ bool .
Dans un langage de programmation re´aliste, notre imple´mentation des arbres binaires de recherche
e´quilibre´s serait un foncteur, parame´tre´ par le type “elt”, par la fonction “=”, par la relation “<”, par
les axiomes de “<” et par la fonction “<”.
Nous supposons l’existence d’un type abstrait, note´ “set elt”, au niveau logique muni des ope´rations
standards de la the´orie des ensembles (l’ensemble vide, l’ensemble singleton, l’union, la relation d’ap-
partenance, etc.) et des axiomes ou the´ore`mes qui de´crivent les proprie´te´s de ces ope´rations. Dans un
langage de programmation re´el, ces objets seraient fournis par une bibliothe`que standard (au niveau
logique).
15.2 De´finitions
La figure 15.1 contient la de´finition du type alge´brique “tree”, d’une fonction logique de´finie de
manie`re inductive “elements” et d’un pre´dicat inductif “bst”. Un arbre binaire est soit vide, soit forme´
d’un nœud binaire contenant un e´le´ment a` sa racine, un sous-arbre gauche, un sous-arbre droit et
un entier correspondant a` la hauteur de l’arbre. Nos arbres binaires de recherche sont conc¸us pour
imple´menter une abstraction d’ensemble fini. La fonction logique “elements” associe a` chaque arbre
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type tree =
| Empty : tree
| Node : (elt × tree × tree × int) → tree
logic fun elements : tree→ set elt =
| Empty → ∅
| Node (x, l, r, ) → {x} ∪ elements (l) ∪ elements (r)
inductive predicate bst : tree→ prop =
| bst (Empty)
| ∀ x, l, r. h.
(∀y. y ∈ elements (l) ⇒ y < x) ∧ bst (l) ∧
(∀y. y ∈ elements (r) ⇒ x < y) ∧ bst (r) ∧
⇒ bst (Node (x, l, r, h))
Fig. 15.1: De´finitions pour les arbres binaires de recherche.
let rec member (x, t) where bst (t)
returns u where b = true ⇔ x ∈ elements (u)
= match t with
| Empty → false
| Node (y, l, r, ) →
if x = y then
true
else if x < y then
member (x, l)
else
member (x, r)
end
Fig. 15.2: De´cision d’appartenance a` un arbre binaire de recherche.
binaire l’ensemble fini qu’il repre´sente. Elle est de´finie par induction sur les valeurs du type alge´brique
“tree”. La proprie´te´ d’eˆtre un arbre binaire de recherche est de´finie par le pre´dicat inductif “bst”.
Dans la de´finition de “bst”, les types des variables universellement quantifie´es “x”, “l”, “r”, “h” et
“y” sont infe´re´s. Les types de la fonction “elements” et du pre´dicat “bst” peuvent aussi eˆtre infe´re´s si
ne´cessaire. En pratique ces annotations de types peuvent toujours eˆtre omises a` moins que la re´cursion
polymorphe soit utilise´e (Henglein, 1993).
La de´finition de “bst” ne contraint ni la forme de l’arbre ni l’entier correspondant a` sa hauteur.
Ceci est obtenu par un autre pre´dicat inductif, appele´ “avl”. Contrairement a` l’approche a` base de
 types de´pendants  (Xi, 1998, Altenkirch et al , 2005, Sozeau, 2006) et de  types alge´briques
ge´ne´ralise´s  (Xi et al , 2003), nous favorisons un style de programmation dans lequel les invariants ne
sont pas ne´cessairement visse´s a` l’inte´rieur des structures de donne´es par le biais de leurs de´clarations
de type. En clair, on pre´fe`re e´crire t : tree where bst(t) plutoˆt que t : bst tree.
15.3 Test d’appartenance a` un arbre binaire de recherche
La figure 15.2 montre une fonction, “member”, qui ve´rifie si un e´le´ment “x” appartient a` un arbre
“t”. La pre´condition “bst(t)” demande a` ce que “t” soit un arbre binaire de recherche, mais n’exige pas
qu’il soit e´quilibre´ comme ce n’est pas ne´cessaire pour obtenir la correction. Si on souhaite s’assurer
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type iterator = list tree
logic fun remaining : iterator → set elt =
| [] → ∅
| t : : ts → elements (t) ∩ remaining (ts)
inductive predicate ok : iterator → prop =
| ok ([])
| ∀ t, ts. elements (t) ∩ remaining (ts) = ∅ ∧
bst (t) ∧ ok (ts) ⇒ ok (t : : ts)
let iterator (t) returns i
where ok (i) ∧ elements (t) ≡ remaining (i)
= [t]
let next (i)
where ok (i)
returns oix : option (iterator × elt)
where oix = None ⇒ remaining (i) = ∅ ∧
∀i’, x. oix = Some (i’, x) ⇒
remaining (i) ≡ {x} ∪ remaining (i’)
x /∈ remaining (i’) ∧ ok (i’)
= match i with
| [] → None
| Empty : : ts → next (ts)
| Node (x, l, r, ) : : ts → Some (l : : r : : ts, x)
end
Fig. 15.3: Ite´rateur du premier ordre sur des arbres.
(informellement) de la borne de complexite´ logarithmique, on peut renforcer cette pre´condition en
rajoutant la proprie´te´ “avl(t)” dans la pre´condition. Ceci illustre comment une structure de donne´es
peut eˆtre e´quipe´e de multiples invariants, tout en permettant a` certains de ne pas eˆtre maintenus par
moments. La postcondition affirme que le boole´en calcule´ indique si “x” est un membre de l’ensemble
imple´mente´ par l’arbre “t”. Aucune annotation de types n’est ne´cessaire dans cette de´finition. Tous
les types sont infe´re´s.
15.4 Ite´ration du premier ordre
Nous de´finissons et spe´cifions maintenant des ite´rateurs persistants (Filliaˆtre, 2006), du premier
ordre, sur les arbres binaires de recherche. Leur pouvoir d’expression surpasse celui de “fold” (voir
section 15.5) et pourtant leur spe´cification est plus simple.
L’imple´mentation apparaˆıt dans la figure 15.3. Un ite´rateur est repre´sente´ par une liste d’arbres, ce
qui peut eˆtre vu comme la pile d’un parcours en profondeur dans un arbre plus grand ou bien encore
comme un zipper (Huet, 1997).
A` chaque ite´rateur “i” correspond un ensemble d’e´le´ments, que nous e´crivons “remaining(i)”. La
de´finition inductive est simplement l’union des e´le´ments des arbres apparaissant dans la liste.
Un ite´rateur est bien forme´ seulement si les arbres qu’il contient ont des ensembles disjoints d’e´le´-
ments. Ceci est exprime´ par le pre´dicat inductif “ok”.
La fonction “iterator” cre´e´e un ite´rateur “i” a` partir d’un arbre “t” et satisfait la postcondition
“ok(i) ∧ elements(t) ≡ remaining(i)” ou` ≡ correspond a` l’e´galite´ extensionnelle sur les ensembles (qui
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let cardinal (t) returns n where n = ‖ elements (t) ‖ =
let rec count (i, n)
where ok(i) ∧ n + ‖ remaining (i) ‖ = ‖ elements (t) ‖
returns n’ where n’ = ‖ elements (t) ‖
= match next (i) with
| None → n
| Some (i’, ) → count (i’, n + 1)
end
in count (iterator (t), 0)
Fig. 15.4: Un client tre`s simple de l’ite´rateur du premier ordre.
peut, e´ventuellement, co¨ıncider avec l’e´galite´ de´finitionnelle). Cet ite´rateur initial est simplement la
liste singleton [t].
La fonction “next”, quand elle est applique´e a` un ite´rateur “i”, ne retourne rien ou retourne la paire
d’un nouvel ite´rateur “i’” et d’un e´le´ment “x”. La postcondition de´crit comment ces valeurs sont lie´es.
La figure 15.4 montre comment ces ite´rateurs peuvent eˆtre utilise´s. Ici, le client est une fonction
qui compte le nombre d’e´le´ments dans un arbre. Il ne de´pend pas de la manie`re dont sont imple´mente´s
les arbres en interne : il de´pend uniquement de la spe´cification des ite´rateurs, qui sont exprime´s en
terme d’ensembles (logiques) abstraits. De cette manie`re le code du client peut eˆtre place´ dans autre
module sans acce`s a` la de´finition des arbres.
La fonction “cardinal” effectue une boucle, exprime´e par une fonction re´cursive interne, a` l’aide
d’un accumulateur entier n. La pre´condition de cette fonction interne repre´sente l’invariant de boucle :
le nombre d’e´le´ments compte´s jusqu’a` maintenant auquel on additionne le nombre d’e´le´ments restants
a` traiter est e´gal au nombre total d’e´le´ments de l’ensemble. La postcondition est simplement la pre´-
condition spe´cialise´e au cas ou` aucun e´le´ment ne reste a` traiter.
La pre´condition de la fonction “count” doit aussi affirmer que “i” est un ite´rateur ve´rifiant la
proprie´te´ “ok” bien qu’elle n’ait pas a` connaˆıtre la de´finition de “ok”. Ceci est quelque peu geˆnant.
Dans le futur, nous voulons permettre la de´finition de type existentiel de la forme  i : iterator where
ok(i)  de manie`re a` pouvoir exporter un type abstrait ve´rifiant un invariant. Il n’y a pas de difficulte´
s’opposant a` cela.
La de´finition de “cardinal” est syntaxiquement lourde, comme elle est exprime´e dans notre langage
noyau. Dans une imple´mentation re´aliste, une syntaxe plus pratique pour les boucles pourrait eˆtre
introduite et de´sucre´e en une fonction re´cursive munie d’ite´rateurs. Une simple formule, l’invariant de
boucle, pourrait alors eˆtre e´crite plutoˆt que les deux formules quasi-identiques de cette version bas
niveau du code.
15.5 Ite´ration d’ordre supe´rieur
Nous pre´sentons maintenant une spe´cification de la fonction d’ordre supe´rieur classique “fold” sur
les ensembles imple´mente´s par des arbres binaires de recherche. La spe´cification est le´ge`rement plus
complexe que celle des ite´rateurs du premier ordre pour au moins deux raisons. En premier lieu, la
spe´cification doit mentionner l’e´tat du client (l’accumulateur) et son invariant. Ensuite, comme le code
n’est pas sous la forme d’une re´cursion terminale, certaines informations sont implicitement encode´es
dans la pile. Un parame`tre fantoˆme sert a` les expliciter dans la spe´cification (voir chapitre 14).
La de´finition “is invariant” re´sume ce qu’on attend d’un invariant de parcours d’arbre. Ses para-
me`tres sont “inv”, l’invariant du client, qui est lui-meˆme parame´tre´ par rapport a` un accumulateur
et un ensemble d’e´le´ments restants ; “s1”, l’ensemble initial contenant tous les e´le´ments ; la fonction
cliente “f”; et un accumulateur “accu”. En somme, cette de´finition affirme que :
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predicate is invariant (inv, s0, s1, f, accu) =
s0 ⊆ s1 ∧ inv (accu, s0) ∧
∀ s x s’ accu accu’.
s ⊆ s0 ∧ s = s’ ∪ {x} ∧ x /∈ s’ ∧ inv (accu, s) ⇒
pre (f) (accu, x) ∧
post (f) (accu, x) (accu’) ⇒ inv (accu’, s’)
let rec fold (logic s0, logic inv, accu, t, f)
where is invariant (inv, s0, elements (t), f, accu) ∧ bst (t)
returns accu’ where inv (accu’, s0\ elements (t)) =
match t with
| Empty → accu
| Node (x, l, r, ) →
let accu = fold (s0, inv, accu, l, f) in
let accu = f (accu, x) in
fold (s0\ (elements (l) ∪ {x}), inv, accu, r, f)
end
predicate cardinal inv (t) =
λ (accu, s). accu + ‖ s ‖ = ‖ elements (t) ‖
let cardinal (t) returns x where x = ‖ elements (t) ‖ =
fold (elements (t), cardinal inv (t), 0, t, λ (accu, x). accu + 1)
Fig. 15.5: Parcours d’un arbre binaire a` l’aide d’une fonction d’ordre supe´rieur.
– l’ensemble des e´le´ments restants est un sous-ensemble de l’ensemble initial ;
– l’accumulateur courrant et l’ensemble courant des e´le´ments restants satisfont l’invariant restant ;
– a` chaque instant, si un e´le´ment “x” est pris dans l’ensemble des e´le´ments restants, l’invariant
garantit qu’on peut appliquer “f” a` l’accumulateur courant et a` “x” et que le nouvel accumulateur
ainsi obtenu satisfait l’invariant.
La fonction “fold” est parame´tre´e par rapport a` deux variables fantoˆmes, l’invariant du client “inv”
et l’ensemble “s0” des e´le´ments restants. Dans le cas des ite´rateurs du premier ordre, le premier n’e´tait
pas ne´cessaire parce que le client gardait le controˆle de l’invariant de´sire´, le second n’e´tait pas non
plus ne´cessaire parce que l’ensemble des e´le´ments restants e´tait directement exprime´ par l’ite´rateur
“remaining(i)”. Ici, l’ensemble des e´le´ments restants est implicite dans la pile, c’est pourquoi une
variable fantoˆme doit eˆtre utilise´e pour y faire re´fe´rence.
Cette de´finition peut sembler assez complexe. Elle montre en meˆme temps qu’il est possible de
spe´cifier et d’exploiter des fonctions d’ordre supe´rieur dans notre syste`me. Plus d’expe´riences seront
ne´cessaires pour de´terminer si on peut facilement de´finir et spe´cifier des fonctions d’ordre supe´rieur
en pratique.
15.6 Quelques chiffres
Pour terminer, nous rendons compte de quelques donne´es expe´rimentales. Dans la figure 15.6, on
trouve le nombre d’obligations de preuves ge´ne´re´es pour chaque fonction du module. Le prouveur
utilise´ est Ergo.
On remarquera tout d’abord que sur les 804 obligations de preuves, seul un lemme est prouve´
manuellement en Coq. Il s’agit de la proprie´te´ de positivite´ de la fonction height. En effet, cet e´nonce´
ne´cessite une induction. Compte tenu de la simplicite´ de cette preuve, on pourrait augmenter le langage
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Fonction Preuves < 5s < 30s < 600s manuelle
is empty 20 20 0 0 0
height ? 5 5 0 0 0
mk node 18 18 0 0 0
bal 179 143 23 13 0
add 39 33 6 0 0
join 82 64 6 12 0
min elt 9 6 2 1 0
max elt 11 7 3 1 0
remove min elt 22 16 4 3 0
merge 32 27 5 0 0
concat 27 25 2 0 0
split 75 55 9 11 0
remove 40 30 2 8 0
union 81 66 0 15 0
inter 44 34 1 9 0
diff 44 34 0 10 0
subset 48 42 0 6 0
fold 18 11 4 3 0
next 10 10 0 0 0
lemmes 50 44 5 0 1
Total 804 652 67 85 1
Fig. 15.6: Nombre d’obligations de preuves ge´ne´re´es.
de programmation a` l’aide d’une strate´gie de preuve pre´cise´e par le programmeur. Ainsi, on e´crirait :
lemma (by induction) : ∀t. height (t) ≥ 0
pour appliquer le principe d’induction des arbres sur l’e´nonce´. Les obligations de preuves obtenues
seraient alors automatiquement prouve´es.
On note ensuite que certaines preuves ne´cessitent un temps de calcul assez important (de l’ordre de
30 secondes jusqu’a` atteindre 10 minutes). En ge´ne´ral, ces preuves font intervenir des raisonnements sur
des unions et des diffe´rences d’ensembles. Il est souvent ne´cessaire de faire commuter des ope´rateurs et
de re-parenthe´ser les formules en utilisant les proprie´te´s de commutation, associativite´ et distributivite´.
Or, Ergo n’imple´mente pas un algorithme de congruence closure travaillant modulo AC. Il est donc
handicape´ par la combinatoire induite.
Pour finir, le fait de prouver automatiquement les spe´cifications d’ordre supe´rieur graˆce a` notre
prouveur du premier ordre semble montrer que notre codage et nos choix de design sont adapte´s aux
idiomes de la programmation fonctionnelle.
CHAPITRE SEIZE
Travaux existants
Les origines de notre travail proviennent de la logique de Hoare (Floyd, 1967, Hoare, 1969). Les
extensions de la logique de Hoare pour inte´grer les fonctions re´cursives et d’ordre supe´rieur ont e´te´
intensivement e´tudie´es a` la fin des anne´es 70 et au de´but des anne´es 80 (Clarke, 1979, Apt, 1981,
Damm & Josko, 1983, German et al , 1983, Goerdt, 1985).
En particulier, le proble`me de la comple´tude a rec¸u beaucoup d’attention avec un article d’Edmund
Clarke (1979) qui a propose´ une preuve montrant qu’il n’existe pas de logique de Hoare correcte,
comple`te et  naturelle  pour un langage de programme e´quipe´ de proce´dures re´cursives, d’ordre
supe´rieur et des variables globales. Le re´sultat de Clarke s’appuie sur l’hypothe`se que les formules
et les obligations de preuve sont e´crites dans une logique du premier ordre et, comme e´crit dans
l’article,  de manie`re a` refle´ter la syntaxe du langage de programmation . Werner Damm et Bernhard
Josko (Damm & Josko, 1983, German et al , 1983) ont fait remarquer qu’il suffit d’utiliser une logique
d’ordre supe´rieur pour passer outre le re´sultat ne´gatif de Clarke. Nous suivons ce dernier point de vue.
La justification intuitive de cette approche est que, si les fonctions sont abstraites par rapport a` des
fonctions alors les spe´cifications doivent pouvoir eˆtre abstraites par rapport a` des spe´cifications.
Notre travail a e´te´ fortement inspire´ de diffe´rents travaux existants concernant des outils conc¸us
pour ve´rifier des programmes impe´ratifs (Detlefs et al , 1998b, Flanagan et al , 2002, Filliaˆtre, 2003,
Filliaˆtre & Marche´, 2004, Marche´ et al , 2004, Barnett et al , 2004a).
Nous cherchons a` exploiter les forces de ces travaux tout en laissant de coˆte´, au moins pour un
moment, la programmation impe´rative et en mettant l’accent sur le polymorphisme et la modularite´.
Notre me´thode pour ge´ne´rer les obligations de preuve est particulie`rement directe : elle est tota-
lement spe´cifie´e par les figures 13.3 et 13.7 du chapitre 13. En comparaison avec la me´thode utilise´e
par ESC/Java (Flanagan & Saxe, 2001), nous e´vitons la traduction en  forme passive  parce que
nous n’avons pas d’affectation. Nous e´vitons l’explosion exponentielle que peut engendrer l’interaction
entre les se´quences et les alternatives en exigeant des annotations syste´matiques (section 12.3) sur les
se´quences (c’est-a`-dire les constructions let de notre langage).
La logique de Scott pour les fonctions calculables interpre`te les λ-termes dans un mode`le de´nota-
tionnel ou` l’e´galite´ implique, ou co¨ıncide avec, l’e´quivalence observationnelle. Cette logique est munie
un ensemble de re`gles de de´duction correctes et permet de raisonner explicitement sur la divergence
et l’e´galite´ des calculs. Elle admet une variante en appel par valeur et en appel par nom. Cette logique
a e´te´ imple´mente´ par Robin Milner en 1972 (Milner, 1972). Des imple´mentations plus re´centes (Age-
rholm, 1994, Bartels et al , 1996, Mu¨ller et al , 1999) embarque LCF a` l’inte´rieur d’une certaine forme
de logique d’ordre supe´rieur. Dans une approche similaire, John Longley et Andy Pollack (Longley
& Pollack, 2004) injecte le noyau fonctionnel de Standard ML, via une se´mantique de´notationnelle
totalement abstraite, a` l’inte´rieur de la logique d’ordre supe´rieur.
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Notre approche est bien moins e´labore´e : en nous concentrant sur la correction partielle, en adoptant
une strate´gie d’e´valuation par valeur, et en n’injectant que les valeurs dans la logique (et non les
expressions), nous pouvons ignorer le proble`me de la non-terminaison et travailler dans un espace des
valeurs qui n’a pas d’e´le´ment bottom ou d’ordre de´finitionnel.
Les outils et les approches qui se focalisent sur les langages de programmation paresseux, tels que
Programmatica (Kieburtz, 2002, Hallgren et al , 2004), le traducteur Cover (Abel et al , 2005) ou la
logique de Honda et Yoshida pour les fonctions d’ordre supe´rieur (Honda & Yoshida, 2004) ne´cessitent
un raisonnement sur la non-terminaison ce qui engendre des obligations de preuves contenant des
conditions au bord pour s’assurer de la bonne de´finition des objets. La simplicite´ de notre approche
a un prix : notre syste`me ne peut ni e´tablir la terminaison d’une expression, ni raisonner sur l’e´galite´
observationnelle des expressions.
Le syste`me Programatica (Hallgren et al , 2004) permet d’annoter des programmes Haskell avec
des assertions et d’en extraire des obligations de preuve. Les formules sont exprime´es dans une logique
ad hoc, un µ-calcul, appele´e P -logique (Kieburtz, 2002) dont les termes sont des programmes Haskell.
Par ce biais, la P -logique est capable d’exprimer des proprie´te´s des programmes Haskell de manie`re
tre`s concise. Cependant, adopter une logique non standard signifie qu’il est impossible d’utiliser un
prouveur automatique existant dans un premier temps.
ESC/Haskell (Xu, 2006) permet aussi d’annoter des programmes Haskell par des pre´conditions et
des postconditions qui sont exprime´es en Haskell. Bien que cette ide´e semble attirante, elle soule`ve des
proble`mes complexes. Par exemple, il est impossible d’e´crire des proprie´te´s quantifie´es universellement
(puisque ces proprie´te´s ne sont pas exe´cutables). De plus, si un programme utilise´ dans le monde logique
diverge, il est difficile de lui donner une interpre´tation. Enfin, on doit encore de´velopper un prouveur
ad hoc, s’appuyant sur une e´valuation symbolique de Haskell. Notre syste`me n’est pas correct vis-a`-vis
d’une se´mantique dynamique en appel par nom. Ceci de´coule de deux raisons principales.
D’abord, les expressions divergentes admettent false comme postcondition valide. Si une telle ex-
pression t1 est le premier composant d’une se´quence, comme dans “letx/false = t1 in t2”, alors la
seconde composante t2 est traite´e sous l’hypothe`se false. En conse´quence, toutes les obligations de
preuve trouve´es dans le terme t2 sont trivialement satisfaites. Ceci est correct seulement si le terme t2
n’est jamais exe´cute´ ce qui est le cas avec une strate´gie d’e´valuation par valeur mais pas avec une
strate´gie en appel par nom. La seconde raison, c’est que dans une se´mantique d’appel par nom, tout
type est habite´ par la valeur bottom et certains types sont habite´s par des valeurs infinies. Ceci n’est
pas refle´te´ par notre injection des valeurs et des types calculatoires dans le monde logique.
Honda & Yoshida (2004) ont de´veloppe´ une logique de Hoare pour les langages de programmation
avec des fonctions d’ordre supe´rieur. Bien que nos approches respectives puissent paraˆıtre proches, elles
sont en ve´rite´ tre`s diffe´rentes. Alors que nous n’injectons que les valeurs dans le monde logique, Honda
et Yoshida permettent a` des expressions e´ventuellement impures d’intervenir dans les formules. L’e´ga-
lite´ de la logique est interpre´te´e comme une e´quivalence observationnelle. Encore une fois, ceci rend
non-standard la logique conside´re´e ce qui implique la ne´cessite´ d’un prouveur ad hoc pour de´charger
les obligations de preuve automatiquement.
L’assistant de preuve Coq (The Coq development team, 2006) peut eˆtre utilise´ comme un langage
de programmation dans lequel les programmes sont a` la fois de´veloppe´s et prouve´s corrects. Le compi-
lateur certifie´ Compcert (Leroy, 2006) illustre cette approche sous la forme d’un programme de taille
importante qui a e´te´ de´veloppe´ suivant cette me´thode. Cependant, Coq n’est pas (encore) tout a` fait
pratique pour programmer car, par exemple, il ne permet d’e´crire que des fonctions qui terminent et
qui sont pures.
Le langage de programmation Russell (Sozeau, 2006) e´tend Coq pour permettre la de´finition de
programmes annote´s par des assertions logiques dans le style de Hoare. Il y a beaucoup de similarite´s
entre le travail de Matthieu Sozeau et le noˆtre. Une diffe´rence technique importante est que nous
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se´parons le processus de ve´rification des types, qui est applique´ en premier lieu et reste classique, et le
processus d’extraction des obligations de preuve, qu’on exe´cute lors d’une seconde phase, alors qu’en
Russell, tout comme en Coq, la ve´rification des types et la preuve est la meˆme activite´. En particulier,
Russell encourage l’utilisation de types indexe´s, comme list n ce qui implique que lors du passage d’un
argument effectif de type listm a` un parame`tre formel de type list n, l’obligation de preuve n = m
est ge´ne´re´e. Une autre diffe´rence, c’est que les termes de Russell sont e´labore´s en termes Coq alors
que nous adoptons une approche moins fondationnelle en acceptant de faire confiance a` un prouveur
externe.
Le syste`me HTT (the´orie des types de Hoare) (Nanevski et al , 2006, 2007) est assez similaire
a` notre syste`me dans la mesure ou` il posse`de un algorithme de ve´rification des types simple et un
algorithme de ge´ne´ration des obligations de preuve. Il partage aussi notre utilisation d’une logique
d’ordre supe´rieur ainsi que notre pre´dilection pour les types abstraits et la modularite´. Ne´anmoins, il
essaie aussi de re´pondre au proble`me des e´tats modifiables et alloue´s dynamiquement.
Quelques auteurs (Barnett et al , 2004b, Gronski et al , 2006, Xu, 2006, Nanevski et al , 2007)
autorisent du code a` apparaˆıtre dans leurs spe´cifications. Ceci est motive´ en partie par un de´sir de
rendre les formules exe´cutables de manie`re a` ne ve´rifier certaines assertions que durant l’exe´cution
du programme, et aussi par peur que certaines fonctionnalite´s doivent eˆtre imple´mente´es en deux
exemplaires (un dans le monde calculatoire et un dans le monde logique). Nos choix techniques et de
conception sont diffe´rents : nous conside´rons que tout programme est potentiellement impur et nous
n’autorisons pas le code a` apparaˆıtre dans les formules. Si le programmeur de´sire inse´rer une ve´rification
dynamique, il doit le faire explicitement. De plus, nous pensons qu’en pratique, les opportunite´s de
partager du code entre le monde logique et le monde calculatoire nous semblent ne´gligeables : les
listes et les se´quences semblent eˆtre une des rares exceptions ou` l’imple´mentation et la spe´cification
co¨ıncident.
Les types indexe´s (Zenger, 1997, Xi, 1998, Sheard, 2005a) et les types raffine´s (Davies, 2005)
s’appuient sur ce qu’on appelle des indices. Les indices sont des e´le´ments d’un domaine mathe´matique
donne´, tel que les ensembles finis arbitraires ou l’ensemble des entiers naturels. Les types sont enrichis
par des contraintes sur ces indices ce qui permet d’exprimer des invariants, des pre´conditions et
postconditions. La syntaxe des contraintes est restreinte de manie`re tre`s subtile de manie`re a` obtenir
la de´cidabilite´ des implications entre contraintes (c’est-a`-dire des obligations de preuve dans notre
syste`me). Les types alge´briques ge´ne´ralise´s (Xi et al , 2003), le sujet de la premie`re partie de cette
the`se, sont aussi une instance de cette ide´e ou` les indices sont des types, c’est-a`-dire des termes du
premier ordre. L’inte´reˆt de cette approche re´side dans le haut degre´ d’automatisation obtenu : le
ve´rificateur de type joue le roˆle d’un prouveur automatique complet. Dans un autre coˆte´, cela vient
au prix d’une restriction a` une logique de´cidable. Le cas d’Omega (Sheard, 2005a) est quelque peu
diffe´rent puisque le programmeur peut e´crire des fonctions des types dans les types et raisonner ainsi
de manie`re plus souple sur les indices. Ne´anmoins, il est tre`s difficile de de´terminer si la ve´rification
des types d’Omega est de´cidable car aucune e´tude the´orique n’est accessible a` ce jour. En fait, notre
de´cision d’utiliser une logique tre`s expressive, et donc inde´cidable, est a` notre avis la continuation
logique de nos travaux sur les types alge´briques ge´ne´ralise´s pre´sente´s dans la premie`re partie de cette
the`se (Pottier & Re´gis-Gianas, 2006b,a).
Avec Concoqtion (Fogarty et al , 2007), Walid Taha et al offrent une imple´mentation effective des
types indexe´s s’appuyant sur O’Caml (Leroy et al , 2004), pour la partie calculatoire, et Coq (The
Coq development team, 2006), pour la partie logique. Ils enrichissent d’abord les parame`tres de types
d’O’Caml pour y injecter des expressions Coq arbitraires. Les de´clarations de types alge´briques
sont ge´ne´ralise´es pour autoriser la spe´cialisation des indices en fonction des constructeurs de donne´es
(suivant ainsi la philosophie des GADT mais en utilisant des expressions Coq dont l’expressivite´ est
bien plus grande que les types ML). Les expressions sont enrichies pour inte´grer un pattern matching
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effectuant une inversion semblable a` celle de Coq dans les indices. Pour de´noter une valeur calculatoire,
il faut la refle´ter manuellement sous la forme d’un indice (un type singleton). Deux objets sont donc
ne´cessaires pour de´noter une valeur calculatoire : son nom en tant qu’identifiant calculatoire et son
nom en tant qu’identifiant de type (d’indice). Cette duplication a des conse´quences ne´fastes sur la
lisibilite´ des programmes puisque de nombreuses quantifications sont duplique´es et des annotations de
type sont ne´cessaires pour lier les indices aux valeurs calculaires. Enfin, le design du langage oblige de
nombreuses preuves a` s’immiscer dans les programmes pour convertir par exemple explicitement une
liste de type list (n+m) en une liste de type de list (n+m).
Plusieurs langages de programmation, inspire´ de la correspondance de Curry-Howard, fournissent
des types de´pendants qui permettent au code et au preuve d’eˆtre exprime´s et combine´s dans un meˆme
programme (Altenkirch et al , 2005, Chen & Xi, 2005, Sheard, 2005b, Westbrook et al , 2005). Cela
donne aux programmes un aspect plus auto-contenu mais demande en pratique a` l’imple´mentation
du langage de contenir un prouveur ce qui n’est pas une mince affaire. Comme ces syste`mes ne font
aucune distinction entre la ve´rification des types et la ve´rification des preuves, l’infe´rence de type y
est souvent proble´matique. De plus, certains de ces syste`mes ne distinguent pas nettement les valeurs
calculatoires des valeurs logiques ce qui pose des proble`mes de compilation (quelles sont les entite´s qui
n’ont pas d’existence lors de l’e´valuation et que la compilation peut donc effacer ?)
TROISIE`ME PARTIE
Conclusion
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CHAPITRE DIX-SEPT
Synthe`se des travaux de cette the`se
Pour finir, nous re´sumons nos travaux dans ce chapitre et, en particulier, nous de´crivons rapide-
ment les imple´mentations qui n’ont pas e´te´ aborde´es pour le moment. Le roˆle des imple´mentations
est pourtant essentiel puisque tre`s souvent, les choix the´oriques suivent les conclusions tire´es de l’ex-
pe´rimentation sur machine et re´ciproquement, l’approfondissement des proprie´te´s the´oriques conduit
a` l’ame´lioration de l’imple´mentation. Dans le chapitre suivant, nous donnons quelques directions pos-
sibles pour la recherche a` venir.
17.1 Infe´rence de types pour les GADT
Dans la premie`re partie de cette the`se, nous avons formalise´ une infe´rence de type stratifie´e pour
ML en pre´sence de GADT. Cet algorithme d’infe´rence de types est stratifie´ dans le sens ou` il se´pare la
partie complexe du syste`me de types, pour laquelle un algorithme d’infe´rence  totale  de types n’est
pas envisageable (dans notre cas, le traitement des GADT), de la partie plus simple pour laquelle un
algorithme d’infe´rence correct et complet est connu (le noyau ML).
D’une manie`re ge´ne´rale, la me´thode de conception d’une infe´rence stratifie´e consiste a` :
(i) expliciter syntaxiquement les constructions proble´matiques du point de vue de l’infe´rence de
types (dans notre cas, la de´termination des e´quations entre types et leur utilisation par la re`gle
de conversion) ;
(ii) de´finir un algorithme d’infe´rence correct et complet pour ce langage ;
(iii) de´finir un algorithme d’infe´rence locale, a priori incomplet mais dont le comportement est
facile a` pre´dire, reconstruisant la plupart des annotations de type. Pour ce dernier point, les
formes de´crites dans le chapitre 7 constitue un outil ge´ne´ral garantissant la localite´ de l’infe´rence.
Ce syste`me a e´te´ imple´mente´ en e´tendant un prototype existant auquel j’ai contribue´ et qui est
de´die´ a` l’infe´rence de ML telle qu’elle est de´crite par Franc¸ois Pottier et Didier Re´my dans le chapitre
10 du livre  Advanced Topics in Types and Programming Languages  (Pottier & Re´my, 2005).
Ce prototype traite non seulement ML mais aussi les annotations de type, la re´cursion polymorphe,
l’introduction de variables de type quantifie´es universellement et les range´es.
Cette extension a e´te´ relativement simple. Voici les diffe´rents e´tapes suivies :
1. Dans la syntaxe (et l’analyseur syntaxique) :
– rajout des coercions (t : ∃γ.(τ1 . τ2)) dans la syntaxe des termes de ML ;
– extension des de´clarations de types alge´briques pour permet des sche´mas plus ge´ne´raux pour
les constructeurs de donne´es ;
2. Dans la ge´ne´ration des contraintes de types :
– re´colte des e´quations entre types lors du traitement des clauses ;
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– traitement des coercions de la forme ∃γ.(τ1 . τ2) comme des applications d’une fonction dont le
sche´ma de type est : ∀γ.τ1 → τ2 ; et ve´rification de leur validite´ a` l’aide du syste`me d’e´quations
courant.
3. Rajout d’un module imple´mentant les formes de´crites dans le chapitre 7 et leurs ope´rations
d’unification, de normalisation et d’e´lagage.
4. Rajout d’un module imple´mentant l’infe´rence locale bidirectionnelle du syste`me Wob.
5. Rajout d’un module imple´mentant l’infe´rence locale ite´re´e du syste`me Ibis.
Le fait de ge´ne´rer une contrainte de typage dans le meˆme langage de contraintes que pour l’infe´rence
de type de ML a permis la re´utilisation du solveur de contraintes sans aucun changement. Au final, le
nombre de lignes de code ne´cessaire a` l’extension des GADT est tre`s faible : les changement a` effectuer
dans le code existant est de l’ordre de la centaine de lignes de code et les nouveaux modules sont longs
de quelques centaines. La modularite´ de l’infe´rence stratifie´e a donc pu se ve´rifier concre`tement lors
de l’imple´mentation.
Le lecteur de´sireux de tester cette imple´mentation peut la te´le´charger ou bien utiliser l’interface
WEB en ligne (Re´gis-Gianas, 2005).
La production d’analyseurs syntaxiques bien type´s pre´sente´e dans le chapitre 9 a aussi e´te´ im-
ple´mente´e dans un prototype (Re´gis-Gianas, 2004). Ce prototype inte`gre les diffe´rentes variantes et
optimisations que nous avons sugge´re´es. Il n’avait pas d’autres objectifs que d’illustrer notre article et
il n’est donc pas utilisable en pratique pour le de´veloppement de compilateur par exemple. Par contre,
nous avons de´veloppe´ dans la foule´e, avec Franc¸ois Pottier, un ge´ne´rateur d’analyseurs syntaxiques
LR(1) (et non LALR(1)) qui inte`gre la plupart de nos ide´es. Cet outil, appele´ Menhir (Pottier &
Re´gis-Gianas, 2005), est disponible et il est utilise´ par la communaute´ des programmeurs O’Caml.
17.2 Syste`me de preuves pour les langages fonctionnels purs
Dans la seconde partie de cette the`se, nous avons formalise´ un syste`me de preuves pour un langage
fonctionnel pur. Nous avons adapte´ la logique de Hoare aux langages de programmation fonctionnels
purs en appel par valeur. Cette adaptation s’appuie tre`s largement sur des outils connus : la logique
d’ordre supe´rieur et la propagation descendante des assertions logiques. Notre contribution principale
se trouve dans les choix techniques que nous avons pris.
Tout d’abord, notre solution au proble`me pose´ par le reflet des valeurs fonctionnelles consiste a`
n’utiliser dans le monde logique que leur spe´cification sous la forme d’un couple pre´condition/post-
condition. Ce choix permet d’une part de stratifier le monde logique et le monde calculatoire, ce qui
simplifie la ve´rification et la synthe`se des types, l’effacement et la ge´ne´ration des obligations de preuve
par rapport a` une approche ou` le code peut apparaˆıtre dans les spe´cifications. D’autre part, il permet
d’exprimer certaines spe´cifications de fonctions d’ordre supe´rieur dans une logique du premier ordre.
Ensuite, nous avons recours a` une logique d’ordre supe´rieur car elle est plus naturelle pour exprimer
les spe´cifications des fonctionnelles. Nous utilisons un encodage standard vers le premier ordre pour
maximiser l’automatisation. Nos logiques sont polymorphiquement type´es dans le style de Hindley
Milner pour obtenir une infe´rence de type correcte et comple`te.
Enfin, le langage de programmation fonctionnel n’inte`gre pas de types de´pendants car nous favo-
risons un style ou` seules les assertions logiques de´notent des proprie´te´s arbitraires. Les types ML ne
de´notent que des proprie´te´s de suˆrete´ qu’on sait infe´rer et prouver automatiquement.
Ces choix de conception ont e´te´ tre`s largement influence´s par le re´sultat d’une expe´rimentation
entreprise au de´but de ces travaux. Apre`s avoir e´tudie´ la capacite´ des GADT a` encoder certaines
classes d’invariants, nous avons voulu les e´tendre pour traiter des proprie´te´s arbitrairement com-
plexes. Beaucoup d’aficionados des types se sont dirige´s vers l’enrichissement de l’alge`bre de types
par des indices (Fogarty et al , 2007), des fonctions calculant des types (Sheard, 2005a) ou des types
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de´pendants (Altenkirch et al , 2005). Nous e´tions aussi intere´sse´s par cette approche mais la complexite´
reconnue des types de´pendants nous inquie´tait. Par ailleurs, les assertions logiques de la logique de
Hoare nous semblaient une alternative inte´ressante car elles peuvent caracte´riser plusieurs objets a` la
fois tandis que les types sont lie´s aux termes individuellement.
Avec la conviction que seuls les choix pratiques devaient nous influencer, nous avons de´cide´ d’im-
ple´menter un premier prototype pour expe´rimenter ces diffe´rents styles. La premie`re hypothe`se qui
nous est venue a` l’esprit, c’est que le langage de programmation devait permettre la de´finition de
termes impurs, dans le sens ou` ils peuvent diverger ou effectuer des effets de bords. Dans un premier
temps, nous avons choisi de ne pas se´parer les termes logiques des termes du langage de programma-
tion e´tant entendu que les termes impurs ne devaient pas apparaˆıtre dans le monde logique. Un simple
argument de typage, une analyse de purete´, nous a permis de garantir cette dernie`re proprie´te´. Ce
premier prototype est compose´ de deux strates :
– un langage noyau imple´mentant une variante du calcul des constructions inductives avec des
termes impurs (principalement la re´cursion arbitraire) mais qui ne peuvent pas apparaˆıtre dans
les types ;
– un langage de surface dans lequel on a imple´mente´ un algorithme d’infe´rence locale permettant
de supprimer la plupart des applications explicites de types ainsi que le passage de certains
arguments qu’on peut de´terminer graˆce a` la de´pendance entre valeurs et types.
Dans ce langage, lorsqu’un terme de type P est attendu et que P est de type Prop, on ge´ne`re une
obligation de preuve. Cette obligation de preuve est code´e dans la logique du premier ordre (Ayache &
Filliaˆtre, 2006) pour eˆtre traite´e par un prouveur automatique ou bien elle est prouve´e manuellement
en Coq.
L’inte´reˆt de ce prototype est de permettre la programmation avec des types de´pendants et aussi
la programmation avec des assertions logiques (en utilisant des arguments purement logiques de type
Prop). Nous avons e´crit plusieurs exemples non triviaux dans ce prototype dont une bibliothe`que
d’arbres e´quilibre´s et une bibliothe`que de files purement fonctionnelles s’appuyant sur un article assez
complexe de Haim Kaplan et Robert E. Tarjan (1999).
Graˆce a` cette expe´rimentation, nous avons pu constater que les types de´pendants n’apportent pas
plus d’expressivite´ qu’une logique de Hoare. Au contraire, si les types de´pendants favorisent la concision
(il est plus court d’e´crire qu’une liste a le type  list n  plutoˆt que  l : list where length l = n ), ils
ne favorisent pas la modularite´ des programmes et introduisent de conversion de types de´sagre´ables
(un terme de type list (n+m) n’a en ge´ne´ral pas le type list (m + n)). Enfin, la stratification entre
le langage de programmation et le langage des assertions logiques s’est impose´e car la de´finition de
l’extraction est imme´diate, ce qui n’est pas le cas avec un syste`me comme Coq (Letouzey, 2004) et
l’analyse de purete´ des termes n’est pas ne´cessaire puisque les termes du langage de programmation
n’apparaissent plus dans les assertions logiques.
Une fois fixe´ sur nos choix, nous avons formalise´ le syste`me de preuves pre´sente´ dans la seconde
partie de cette the`se. Nous avons enfin imple´mente´ un prototype pour ce syste`me. Le de´veloppement
de ce syste`me a e´te´ plus complexe que les pre´ce´dents car il ne´cessite de nombreuses transformations et
la stratification entre le langage calculatoire et le langage logique multiplie les cate´gories syntaxiques
a` traiter. Nous terminons ce chapitre par une description de l’architecture de ce prototype.
I Syntaxe De nombreuses transformations syntaxiques rentrent en jeu dans ce prototype. Si l’ana-
lyse syntaxique est aujourd’hui bien maˆıtrise´e, la difficulte´ lie´e a` la manipulation d’arbres de syntaxe
avec lieur est encore sujet a` re´flexion (Aydemir et al , 2005). En effet, il est souvent ne´cessaire d’obtenir
des noms frais dans le contexte lorsque l’on transforme ou comple`te les termes du langage de program-
mation. On peut utiliser une repre´sentation de De Bruijn (1972) mais le traitement manuel des indices
augmente les risques d’erreur. Nous avons pre´fe´re´ utiliser le syste`me AlphaCaml (Pottier, 2005)
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qui engendre automatiquement une bibliothe`que d’ope´rations pertinentes pour une syntaxe d’ordre
supe´rieur donne´e. AlphaCaml s’appuie sur une repre´sentation des variables comme un couple d’un
identifiant et d’un entier. Cette imple´mentation permet de re´e´crire des programmes tout en maintenant
le mieux possible les identifiants du source et en garantissant tout meˆme la fraˆıcheur des variables.
Par ailleurs, contrairement a` notre pre´sentation the´orique, nous avons choisi d’utiliser des fonctions
n-aires (et donc des applications n-aires) dans la syntaxe. Ce choix est anodin du point de vue de la
conception du syste`me de preuve. Il a pour but d’expliciter la construction des fermetures qui est a`
notre avis important pour que le programmeur soit plus au fait du couˆt d’e´valuation de son programme.
I Mise sous forme A-normale Le noyau the´orique formalise´ dans cette the`se est sous forme A-
normale : tous les re´sultats interme´diaires des calculs sont nomme´s. Dans notre prototype, le pro-
grammeur peut suivre un style standard ou` il compose directement les calculs. La premie`re passe
effectue une transformation nommant les re´sultats interme´diaires en utilisant des noms frais mais
pre´fixe´ par une information sur le contexte. Par exemple, le re´sultat de l’application d’une fonction
f sera nomme´ f result. En pratique, ce nommage intelligent est important pour faciliter les preuves
effectue´es manuellement en Coq.
I Infe´rence des post-conditions Une fois la mise sous forme A-normale effectue´e, une seconde passe
comple`te les annotations logiques manquantes sur les lets liant des valeurs ou des applications de
fonctions. Cette transformation est purement syntaxique et maintient le bon typage du programme
source.
I Infe´rence des types Nous avons imple´mente´ une version originale de l’infe´rence de type de ML a`
base de contraintes de type. Habituellement, dans cette approche, on ge´ne`re une contrainte de type
a` partir d’une succession de de´finitions toplevel et a` l’aide de cette contrainte, on re´pond a` deux
questions :
1. Est-ce que le programme est bien type´ ?
2. Quel est le sche´ma de type de la valeur de´finie ?
La satisfiabilite´ de la contrainte re´pond a` la premie`re question. Il faut alors rajouter dans l’imple´-
mentation une construction ad hoc dump dans la syntaxe des contraintes pour que le solveur puisse
aussi re´pondre a` la seconde. Par exemple, la re´solution de la contrainte  let x : ∀α.α→ α in dump x 
renvoie le sche´ma de x.
Nous avons besoin d’une information plus pre´cise qu’un simple sche´ma de type pour notre appli-
cation. En effet, pour ge´ne´rer des obligations de preuve dans une logique explicitement type´e, il faut
que la de´rivation de typage soit code´e a` l’inte´rieur du terme (sous la forme d’annotations de type).
La re´solution des contraintes de typage doit donc conduire a` la construction d’un terme explicitement
type´ correspondant au terme source annote´. Les pre´sentations the´oriques des contraintes de typage
n’ont pas pris en compte de telles conside´rations pratiques. Nous avons donc e´tendu le langage des
contraintes par des primitives de constructions de termes. Le solveur manipule ces termes comme des
boˆıtes noires ce qui permet de garantir une totale inde´pendance des contraintes et du solveur vis-a`-vis
de la syntaxe du langage explicitement type´.
Plus pre´cise´ment, la syntaxe des contraintes est maintenant :
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Contraintes C ::=
Ve´rite´ | true
E´galite´ | τ = τ
Conjonction | C ∧ C
Quantification existentielle | ∃γ.C
Quantification universelle | ∀α.C
Instanciation | x ¹ τ
De´finition | def x : ∀α[C].τ inC
Annotation de type | τ
Constructeur de terme | F (C, . . . , C)
Terme nomme´ | x
Trois nouvelles constructions ont e´te´ rajoute´es.
L’annotation de type sert a` produire un type syntaxique a` partir d’un type τ pouvant contenir des
variables de type lie´es existentiellement dans la contrainte. A` l’aide de cette construction, on peut donc
produire un type qui est la solution de la contrainte. Par exemple, la contrainte C1 ≡ ∃α.α = int ∧ α
se re´duit vers le type syntaxique int .
Le constructeur de terme permet d’utiliser une fonction non interpre´te´e pour construire un nouveau
terme a` partir des termes issus d’une liste de contraintes prises en argument. Par exemple, si F (X1, X2)
est le terme (x : X1) + (y : X2), la re´solution de la contrainte F (C1, C1) produit le terme F (int , int),
qui, une fois interpre´te´ par le client du solveur, se lit (x : int) + (y : int).
La construction x permet de produire le terme syntaxique associe´ a` la variable x dans la contrainte.
Par exemple, la contrainte def x : ∀α.[F (C1, C1)]α inx se re´duit vers le terme (x : int) + (y : int).
I Ge´ne´ration des obligations de preuve Contrairement a` la the´orie, la ve´rification des types n’est
pas faite en meˆme temps que la production des obligations de preuve. Actuellement, l’imple´mentation
fait confiance a` l’infe´rence de type pour produire des termes bien type´s. Un module supple´mentaire
pourrait ve´rifier ce fait a` l’avenir. La collecte des hypothe`ses et la ve´rification par le prouveur auto-
matique est faite au fur et a` mesure du parcours du programme pour obtenir une interaction plus
efficace avec l’utilisateur. Si une preuve n’est pas traite´e par le prouveur automatique, un fichier Coq
est produit et l’utilisateur en est informe´. Par ailleurs, le codage des hypothe`ses de la logique d’ordre
supe´rieur vers la logique du premier ordre est effectue´ incre´mentalement pour plus d’efficacite´. Enfin,
un syste`me de cache permet de me´moriser lorsqu’une preuve a de´ja` e´te´ effectue´e lors d’une session
pre´ce´dente pour augmenter la re´activite´ du syste`me. En effet, lorsque le nombre de preuves de´passe
la dizaine, la recherche de preuves devient couˆteuse en temps.
I Codage de PHOL vers PFOL Le codage de la logique d’ordre supe´rieure vers la logique du premier
ordre est dirige´e par les types ce qui justifie la production de termes explicitement type´s pour e´viter
de rajouter des passes d’infe´rence de types supple´mentaires.
I Codage de PFOL vers FOL Le codage de la logique du premier ordre polymorphiquement type´e
vers la logique du premier ordre non type´e est aussi grandement facilite´ par la pre´sence d’annotations
de type sur tous les nœuds du programme.
I Traduction de PHOL vers Coq La traduction de la logique d’ordre supe´rieur polymorphiquement
type´e vers Coq est tre`s simple. La seule difficulte´ a e´te´ d’introduire une de´construction des n-uplets
due a` la pre´sence de fonctions n-aires dans notre syntaxe de surface.
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CHAPITRE DIX-HUIT
Perspectives
Ce dernier chapitre donne des e´le´ments d’approfondissement et des pistes qui n’ont pas pu eˆtre
traite´s durant ces trois anne´es de the`se.
18.1 Infe´rence de types pour les GADT
18.1.1 Motifs plus riches
Le passage a` des motifs profonds dans MLGX ne´cessite l’augmentation de la syntaxe des motifs
par des coercions. Pour le comprendre, donnons-nous le type alge´brique ge´ne´ralise´ suivant :
type ty α =
| Int : ty int
| Bool : ty bool
| Pair : ∀β1, β2. ty β1 × ty β2 → ty (β1 × β2)
Ce type alge´brique ge´ne´ralise´ permet de repre´senter un type statique α de manie`re dynamique avec
la proprie´te´ que la de´construction de cette repre´sentation permet l’obtention d’information statique
sur le type α. C’est une utilisation classique des GADT inspire´ principalement du polymorphisme
intensionnel (Crary & Weirich, 1999).
On veut maintenant encapsuler une telle repre´sentation du type α et une valeur de type α derrie`re
une quantification existentielle.
type obj = O : ∀ α. ty α × α → obj
On peut ensuite vouloir e´crire une fonction d’affichage fonctionnant sur le type  obj  :
let rec print = λ (o : obj).
match o with
| O (Int, x) → print int x
| O (Bool, x) → print bool x
| O (Pair (ty1, ty2), (x1, x2)) → print (O (ty1, x1)) ; print (O (ty2, x2))
Cette fonction est malheureusement rejete´e par notre infe´rence locale. Tout d’abord, elle est incor-
recte syntaxiquement car nous n’acceptons que les motifs plats de la forme K β x1 . . . xn. Ensuite, on
voit que le proble`me n’est pas seulement syntaxique. On aimerait que le type β de la valeur accompa-
gnant la repre´sentation dynamique de type soit raffine´ au fur a` mesure de l’analyse a` l’inte´rieur meˆme
du motif. Cependant, le raffinement dans MLGX est explicite : il faut donc se donner une syntaxe
pour les coercions a` l’inte´rieur des motifs. On augmente donc la syntaxe des motifs ainsi :
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p ::= x
| K β p
| (p : ∃γ.(τ1 . τ2))
Avec cette syntaxe, notre exemple s’e´crit dans MLGX :
let rec print = λ (o : obj).
match o with
| O β (Int, (x : int . β)) → print int x
| O β (Bool, (x : bool . β)) → print bool x
| O β (Pair β1 β2 (ty1, ty2), ((x1, x2) : β1 × β2 . β))) → print (O (ty1, x1)) ; print (O (ty2, x2))
Ces constructions supple´mentaires dans la syntaxe des motifs peuvent eˆtre vu comme des sucres
syntaxiques. En effet, on peut toujours de´composer une analyse sur un motif profond a` l’aide de
plusieurs analyses imbrique´es utilisant uniquement des motifs plats. En pratique, cette transformation
si elle est applique´e na¨ıvement peut dupliquer du code (il ne faut factoriser le code des branches) mais
elle ne pose aucun proble`me de typage supple´mentaire.
On peut remarquer que cette utilisation des coercions a` l’inte´rieur des motifs ne fonctionne pas
dans un langage de programmation ne fixant pas l’ordre d’e´valuation du filtrage comme O’Caml par
exemple. Dans un tel cas, le programme pre´ce´dent est rejete´ car les e´galite´s entre types obtenues par
le filtrage de la premie`re composante dont le type est ty α ne sont pas disponibles pour ve´rifier la
coercion de la seconde composante.
Les re`gles de typage des motifs profonds dans MLGX peuvent donc s’exprimer de deux fac¸ons :
l’une rendant accessibles les e´quations dans les composantes a` droite du motif (mais alors on fixe un
ordre d’e´valuation gauche-droite du filtrage), l’autre ne les rendant pas accessibles (et alors l’ordre
d’e´valuation du filtrage est libre).
18.1.2 Infe´rence locale plus fine a` la sortie des branches
Une classe de pattern matching pourrait eˆtre traite´e plus finement par l’infe´rence locale. Il s’agit
des pattern matchings dont le type n’est pas fourni sous la forme d’une annotation mais qui peut eˆtre
de´termine´ en comparant les e´quations obtenues pour chaque branche. Si on reprend l’exemple de la
fonction eval mais en supprimant l’annotation spe´cifiant son type de retour, on obtient le programme
suivant qui est mal type´ dans MLGX puisque les branches n’ont pas le meˆme type :
let rec eval : ∃γ.∀α.term α→ γ = λt.
match (t : term α)with
| Lit i→ i
| Inc t→ eval t+ 1
| IsZ t→ eval t = 0
| If b t e→ if eval b then eval t else eval e
| Pair β1 β2 a b→ (eval a, eval b)
| Fst β1 β2 t→ fst (eval t)
| Snd β1 β2 t→ snd (eval t)
Les types de retour des branches ont e´te´ e´lague´s ce qui est justifie´ dans le cas ge´ne´ral. Cependant,
dans ce cas particulier, les diffe´rents syste`mes d’e´quations re´e´crivent tous la variable de type α. De
plus, dans le cas de la branche traitant le motif Pair , pour e´viter l’e´chappement des variables β1 et
β2, le seul repre´sentant valide a` l’exte´rieur de la branche est le type α. Il serait donc pertinent de
de´tecter un tel cas particulier – mais qui est aussi tre`s courant – et d’infe´rer le type α pour le pattern
matching.
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18.1.3 Extension de l’alge`bre de types
On pourrait e´tendre l’infe´rence stratifie´e pour qu’elle traite les types indice´s et ainsi ame´liorer
l’infe´rence de type du langage Dml (Xi, 2001) ou du langage Omega (Sheard, 2005a). Il serait aussi
inte´ressant d’e´tendre l’alge`bre des types pour traiter des objets plus complexes comme des arbres
re´guliers tels qu’on les trouve dans Cduce (Benzaken et al , 2003) ou ocamlduce. En effet, dans
l’imple´mentation d’inte´gration des types XML dans O’Caml (Frisch, 2006), Alain Frisch a du faire
cohabiter comme nous l’infe´rence de types de ML avec la ve´rification d’annotations de types lie´es au
filtrage XML.
18.1.4 Infe´rence correcte et comple`te pour une restriction des GADT
Nous avons e´voque´ dans la section 5.5 la possibilite´ d’utiliser le fragment de´cidable de l’unification
d’ordre supe´rieur, les patterns (Dowek et al , 1996) pour re´soudre de manie`re correcte et comple`te les
contraintes de type pour un langage forc¸ant les pattern matchings a` eˆtre annote´s par un type rigide.
Obtenir un tel re´sultat permettrait de fournir un algorithme d’infe´rence de type pour les GADT qui
aurait de meilleures proprie´te´s que notre infe´rence stratifie´e. Ne´anmoins, il ne re´pondrait pas aussi
bien que cette dernie`re au proble`me de l’extension d’un syste`me ML existant car il serait beaucoup
plus intrusif.
18.1.5 Applications de l’infe´rence locale a` d’autres syste`mes de type
L’infe´rence ite´re´e et les formes peuvent eˆtre applique´es a` d’autres syste`mes de type. En particulier,
dans le premier prototype lie´ a` la preuve de programmes fonctionnels, nous avons utilise´ ces outils
pour traiter l’infe´rence dans le calcul des constructions inductives.
Pour cela, nous avons tout d’abord e´tendu la syntaxe des formes et leurs ope´rations pour y inte´grer
des lieurs et nous avons ge´ne´ralise´ l’unification entre formes pour qu’elle travaille modulo α-conversion.
Cette ge´ne´ralisation doit encore eˆtre formalise´e mais elle ne semble pas pre´senter de difficulte´. Des
travaux de Christian Urban, Andrew Pitts et Murdoch Gabbay portent sur une unification tre`s proche
de la noˆtre appele´e unification nominale (Urban et al , 2004).
Ensuite, nous avons ge´ne´ralise´ la forme des jugements de l’infe´rence locale ite´re´e en permettant
l’infe´rence des environnements de typage. Dans ce syste`me, les jugements prennent la forme :
Γ ` t ⇓ sÃ t′ ⇑ (s′,Γ′)
L’environnement de typage Γ, le terme t et la forme attendue s sont les entre´es du syste`me.
L’environnement de typage infe´re´ Γ′, la forme infe´re´e s′ et le terme e´labore´ t′ sont les sorties.
Dans ce syste`me, on peut infe´re´ le type des variables a` l’aide de leur utilisation. Par exemple, le
terme λ(x : ⊥).x+ 1 est e´labore´ en λ(x : int).x+ 1 car
(x : ⊥) ` x+ 1 ⇓ ⊥Ã x+ 1 ⇑ (int , (x : int))
Ne´anmoins, ce syste`me ne devine pas le polymorphisme et les de´pendances. Ainsi, λx.x est rejete´
et doit eˆtre e´crit λα.λ(x : α).x.
Ne pas chercher a` infe´rer le polymorphisme est un choix raisonnable dans un syste`me de type
polymorphe d’ordre supe´rieur (Le Botlan & Re´my, 2003). De plus, l’algorithme d’infe´rence locale
obtenu est tre`s simple a` imple´menter lorsque l’on est muni d’un module traitant les formes avec lieurs.
Il serait inte´ressant d’e´tudier la pertinence de notre infe´rence locale sur des syste`mes inte´grant une
relation de sous-typage comme dans les articles fondateurs de Benjamin Pierce et David Turner (2000)
ou de Martin Odersky et Matthias Zenger (2001).
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18.1.6 Optimisation du code manipulant des GADT
Un des inte´reˆts des GADT est la possibilite´ de restreindre le nombre de cas a` traiter dans un
filtrage a` l’aide d’un argument de typage statique (comme dans notre application du chapitre 9).
Malheureusement, le compilateur de pattern matching d’O’Caml n’est pas au fait de cette possibilite´.
Ainsi, lorsqu’il manque des cas dans une analyse, il rajoute automatiquement une branche traitant
les cas restant en levant une exception. Or, lui offrir la garantie que les cas e´crits par le programmeur
sont suffisants ouvre la voie a` des optimisations. L’optimisation ultime e´tant la suppression totale de
test si le filtrage n’a qu’un seul cas.
18.1.7 Imple´mentation dans O’Caml
Nous avons commence´ l’imple´mentation de l’infe´rence stratifie´e dans la distribution d’O’Caml.
Cependant, la tache s’ave`re plus ardue que pre´vu. En effet, le syste`me de type d’O’Caml est beaucoup
plus riche que celui de MLGI : on y trouve des types abstraits issus d’un syste`me de modules complexes,
des variables de range´es pour traiter les objets ainsi que des variantes polymorphes qui ont atteint un
niveau de sophistication et de complexite´ important. Il n’y a pas a` l’heure actuelle de formalisation du
syste`me dans sa totalite´ si bien que rajouter les GADT sans pre´caution pourrait introduire des bugs
a` cause d’une interaction malencontreuse entre les diffe´rents proprie´te´s du syste`me. Par exemple, le
typage des variantes polymorphes peuvent s’exprimer en rajoutant des ine´quations entre variables de
range´es dans le langage de contraintes. On devrait donc ge´ne´raliser la totalite´ de notre syste`me pour
tenir compte non seulement d’e´galite´s entre types mais aussi d’ine´galite´s. Restreindre les indices des
GADT a` des types  simples  est difficilement envisageable a` cause du polymorphisme et du syste`me
de modules.
18.2 Syste`me de preuves pour les langages fonctionnels purs
18.2.1 Extensions
Parmi les extensions que nous avons propose´ pour le syste`me de preuves dans le chapitre 14, le
de´veloppement d’un syste`me de modules et l’inte´gration des e´galite´s entre types dans la logique sont
les plus ambitieuses.
Un syste`me de modules devrait fournir des proprie´te´s dans ses interfaces et la liaison des compo-
sants devrait ge´ne´rer des obligations de preuve pour prouver leur compatibilite´. De nombreux travaux
sont de´die´s a` ce proble`me (Coquand et al , 2003, Courant, 1997) et seront donc une base de de´part a`
notre travail.
Les e´galite´s entre types sont de´ja` pre´sentes en Coq par exemple mais elles ne sont pas inte´gre´es
dans la re`gle de conversion (car cela pourrait rendre la ve´rification du typage inde´cidable). Lorsque
l’on peut prouver une e´galite´ entre deux types τ1 et τ2, on peut par contre convertir explicitement un
terme de type τ1 en un terme de type τ2 a` l’aide de l’e´galite´ de´pendante (ou de John Major). Nous
avons utilise´ cette me´thode pour prouver une structure de donne´es dont le typage ne´cessite un type
alge´brique ge´ne´ralise´ (Kaplan & Tarjan, 1999). Les programmes obtenus sont assez lourds (comme le
sont ceux de MLGX) et on aimerait obtenir un syste`me plus souple en pratique.
18.2.2 Recherche de contre-exemples
L’ergonomie du syste`me pourrait gagner de l’inte´gration d’une recherche de contre-exemples. En
effet, lorsque le prouveur automatique ne parvient pas a` prouver une proprie´te´, on ne sait pas si cela
est du a` l’incomple´tude inhe´rente a` ce type d’outils ou bien si la proprie´te´ est tout simplement fausse.
Une premie`re possibilite´ est de tester la ne´gation de la proprie´te´ mais on peut encore obtenir une
re´ponse ne´gative a` cause de l’incomple´tude du prouveur. Une alternative inte´ressante est d’utiliser un
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model checker en lui demandant de parcourir (intelligemment) le domaine des donne´es pour trouver un
contre-exemple. Par exemple, une interface vers Alloy (Jackson, 2006), un model checker permettant
la recherche de contre-exemples (Jackson & Damon, 1996), serait donc utile mais elle ne´cessite un
codage pertinent des pre´dicats inductifs dans la logique du premier ordre avec fermeture transitive
qui est utilise´e par Alloy.
18.2.3 Prouveurs automatiques de´die´s aux langages fonctionnels
L’efficacite´ d’Ergo pourrait encore eˆtre ame´liore´e pour s’adapter aux spe´cifications naturelles des
langages fonctionnels. En effet, dans un langage fonctionnel, on favorise la manipulation de type abs-
trait imple´mentant des objets logiques abstraits comme des ensembles, des fonctions partielles, des
termes, etc. Dans l’imple´mentation de notre bibliothe`que d’ensembles finis, nous avons e´te´ confronte´s a`
une impossibilite´ de prouver automatiquement des e´nonce´s mettant en jeu la commutation et l’associa-
tivite´ des ope´rateurs ensemblistes. L’inte´gration des symboles associatifs et commutatifs augmenterait
l’efficacite´ d’Ergo. D’autres proprie´te´s et heuristiques sont encore a` de´couvrir pour augmenter l’auto-
matisation de la preuve de programmes fonctionnels.
18.2.4 Raisonnement modulo α-conversion
Les langages fonctionnels sont tre`s utilise´s pour e´crire des compilateurs, des analyseurs et plus
ge´ne´ralement des calculs symboliques. De`s lors, pour raisonner sur les objets syntaxiques avec lieurs,
il serait inte´ressant d’inte´grer les ensembles nomimaux (Pitts, 2003) dans la logique. On pourrait
s’inspirer du travail de Franc¸ois Pottier dans Pure FreshML (Pottier, 2007) pour inte´grer des rai-
sonnements sur la fraˆıcheur des variables (de´pendant e´ventuellement de proprie´te´s arbitrairement
complexes). Le syste`me de preuves de Pure FreshML s’appuie aussi sur la logique de Hoare mais
ses formules sont restreintes a` des conside´rations d’e´chappements, de liaison et de fraˆıcheur des va-
riables (ce qui permet une re´duction de leur satisfiabilite´ vers SAT). De plus, les fonctions de premie`re
classe sont interdites dans Pure FreshML.
18.2.5 Utilisation encadre´e des traits impe´ratifs
Notre langage ne permet pas le raisonnement sur les programmes avec un e´tat modifiable. Une
direction de recherche est bien suˆr de combler ce manque, elle est suivie par Arthur Chargue´raud et
Franc¸ois Pottier actuellement. Ils s’attaquent a` la conception d’un langage impe´ratif, muni d’annota-
tions tre`s pre´cises sur la manipulation des e´tats modifiables a` l’aide de re´gions (Tofte & Talpin, 1994),
qui est traduit, d’une manie`re la plus canonique possible, vers un langage fonctionnel pur similaire au
noˆtre.
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Re´sume´
Cette the`se e´tudie deux approches pour augmenter la suˆrete´ de fonctionnement des programmes
informatiques par analyse statique. La premie`re approche, le typage, permet de prouver automati-
quement qu’un programme s’e´value sans e´chouer. Le langage fonctionnel ML posse`de un syste`me de
type tre`s riche et un algorithme effectuant leur synthe`se automatique. On s’inte´resse a` son adaptation
aux types alge´briques ge´ne´ralise´s (GADT). Dans ce cadre, le calcul efficace d’un type plus ge´ne´ral est
impossible. On propose une stratification du langage qui maintient les caracte´ristiques habituelles sur
le fragment ML et qui isole le traitement des GADT en explicitant leur utilisation. Le langage obtenu,
MLGX, ne´cessite des annotations de type qui alourdissent les programmes. Une seconde strate, MLGI,
offre au programmeur un me´canisme de synthe`se locale, pre´dictible et efficace bien qu’incomplet, de
la plupart de ces annotations. La premie`re partie s’ache`ve avec une de´monstration de l’expressivite´
des GADT pour coder les invariants des automates a` pile utilise´s par l’analyse syntaxique LR. La
seconde approche augmente le langage par des assertions logiques permettant d’exprimer des spe´cifi-
cations de complexite´ arbitraire. On ve´rifie la conformite´ de la se´mantique du programme vis-a`-vis de
ces spe´cifications a` l’aide d’une technique appele´e logique de Hoare et d’outils semi-automatique de
preuves mathe´matiques sur ordinateur. Les choix de conception du syste`me permettent de traiter les
fonctions de premie`re classe. Ils sont dirige´s par une implantation qui trouve une illustration dans la
certification d’un module d’arbres de´notant des ensembles finis.
Abstract
This work studies two approaches to improve the safety of computer programs using static analysis.
The first one is typing which guarantees that the evaluation of program cannot fail. The functional
language ML has a very rich type system and also an algorithm that infers automatically the types.
We focus on its adaptation to generalized algebraic data types (GADTs). In this setting, efficient
computation of a most general type is impossible. We propose a stratification of the language that
retain the usual characteristics of the ML fragment and make explicit the use of GADTs. The re-
sulting language, MLGX, entails a burden on the programmer who must annotate its programs too
much. A second stratum, MLGI, offers a mechanism to infer locally, in a predictable and efficient way,
incomplete yet, most of the type annotations. The first part concludes on an illustration of the expres-
siveness of GADTs to encode the invariants of pushdown automata used in LR parsing. The second
approach augments the language with logic assertions that enables arbitrarily complex specifications
to be expressed. We check the compliance of the program semantics with respect to these specifica-
tions thanks to a method called Hoare logic and thanks to semi-automatic computer-based proofs.
The design choices permit to handle first-class functions. They are directed by an implementation
which is illustrated by the certification of a module of trees that denote finite sets.
